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在 有 关 学 习 心 理 的 领域 里 , 行为 主义 学 习 理 
论 是 一 种 非常 重要 的 理论 . 但 近 几 年 来 , 人 们 比 
较 重视 认 知 学 习 理 论 和 人 本 主义 学 习 理 论 的 运 
用 , 行为 主义 学 习 理 论 被 忽视 甚至 被 排斥 . 笔者 
认为 这 不 利于 我 们 在 教学 中 科学 、 人 多面 地 把 握 学 
生 的 认 知 规律 , 从 而 不 利于 有 效 地 提高 教学 质量 . 
事实 上 , 由 于 数学 学 科 具 有 概念 性 、 技能 性 较 强 
的 特点 , 行为 主义 学 习 理 论 所 揭示 的 一 些 认 知 规 
律 对 于 数学 学 习 仍 然 具 有 积极 的 指导 意义 . 

一 、 学习 需 要 适度 的 重复 和 试 误 

行为 主义 学 派 ( 也 称 刺激 -一 反应 学 派 ) 是 上 
世纪 初 发 展 起 来 的 一 大 心理 学 流派 ， 其 代表 人 
物 有 蓉 代 克 ,、 巴 甫 洛 夫 . 斯 金 纳 等 ， 美 国 心理 学 
家 桑 代 克 设计 了 最 为 典型 的 “ 猫 和 开门” 实验 , 他 认 
为 猫 在 食物 刺激 下 作出 开门 站 的 反应 , 实质 上 是 
猫 已 经 形成 了 一 个 “刺激 "与 “反应 ”的 联结 , 这 样 
的 “联结 "需要 多 次 的 重复 才 得 以 保持 ; 并 且 猫 是 
通过 多 次 的 “ 试 误 ”, 在 不 断 地 舍弃 错误 之 后 学 会 
开门 的 . 

如 果 将 一 个 “联结 ”得 以 保持 看 作 习 得 了 一 个 
知识 或 技能 , 那么 学 习 是 需要 一 定 的 重复 的 , 这 
就 是 我 们 平时 所 说 的 反复 练习 . 而 在 学 生 学 习 过 
程 中 , 老师 有 时 都 已 经 将 易 错 的 地 方 给 学 生 交 待 
得 清 清 楚楚 , 而 学 生 总 还 会 犯错 , 这 是 为 什么 呢 ? 
这 是 因为 学 生 在 掌握 一 个 概念 或 一 项 技能 时 , 光 
听 老 师 讲 , 而 没有 经 过 自己 的 “ 试 误 ”, 其 学 习 效 
朵 是 不 佳 的 . 例如 , 给 出 如 下 三 道 题目 并 采用 不 
同 的 教 法 : 

题 1 已 知 集合 4 C {a,b,c}, 求 集合 4. 

题 2 已 知 集合 4 = {zlmz +1= 0}, 集合 
B= {1,2}, 车 4 C B, 求 实数 m 的 取 值 范围 . 

题 3 已 知 集合 M = {fzlz2 一 1 =0},N = 
{zlz2 一 2az 十 b=0,x ER}, 若 和 NC iM, 求实 
数 a、5 的 值 或 a.5 满 足 的 关系 式 . 

学 生 在 解答 这 三 道 题目 时 都 容易 犯 一 个 错 


误 , 就 是 没有 对 空 集 进行 考虑 . 第 一 种 教 法 是 老 
师 集 中 讲解 这 三 道 题 目 解 题 的 注意 点 , 即 在 解 题 
中 要 对 空 集 进行 考虑 .第 二 种 教 法 是 让 学 生 先 
练习 这 三 道 题目 , 然后 再 纠 错 讲 评 . 第 三 种 教 法 
是 学 生 练 题 一 , 纠 错 讲评 后 学 生 再 练 第 二 题 , 然 
后 纠 错 讲 评 后 再 练 第 三 题 . 一 周 后 测试 , 教 法 三 
效果 最 优 , 教 法 二 次 之 , 教 法 一 最 差 . 这 告诉 我 
们 , 学 生 多 次 反复 练习 便于 知识 和 方法 的 巩固 ， 
而 由 学 生 “ 试 误 " 的 学 习 , 效果 往往 要 好 于 教师 直 
接 的 “灌输 ”. 所 以 在 教学 中 , 有 经 验 的 老师 会 将 
重点 的 知识 和 方法 在 一 个 过 程 中 多 次 呈现 , 而 不 
是 一 次 进行 “ 题 海 战 ”; 不 是 简单 地 告 诚 学 生 如 何 
防止 错误 的 发 生 ， 而 是 先 让 学 生 去 尝试“ 错误”"， 
然后 在 纠 错过 程 中 深化 对 概念 .法 则 的 理解 , 这 
样 有 利于 提高 教学 的 效果 . 

二 .学 习 需 要 必要 的 强化 

既然 学 习 是 刺激 与 反应 的 “联结 ”, 那么 如 何 
有 效 地 形成 和 保持 这 种 “联结 ”? 斯 金 纳 利用 “斯 
金 绩 箱 "对 小 白鼠 进行 实验 , 得 到 了 操作 性 条 件 
反射 的 学 习 理 论 , 即 “ 当 学 习 者 出 现 一 个 操作 行 
为 , 如 果 给 以 一 个 强化 物 , 那么 这 个 操作 的 强度 
就 会 增强 .” 也 就 是 说 有 效 学 习 必 须 在 一 定 强化 
物 的 作用 下 , 通过 多 次 重复 得 以 实现 . 一 般 地 说 ， 
强化 规律 有 下 面 三 条 : 

一 是 练习 律 , 即 一 个 “联结 ”形成 之 后 , 适当 

的 重复 应 用 , 可 以 起 到 强化 作用 , 反之 “联结 ”会 
减弱 , 所 以 数学 教学 中 为 了 掌握 概念 ,定理 , 适当 
的 反复 是 必须 的 . 教学 实践 告诉 我 们 , 对 于 一 些 
容易 混淆 的 概念 和 知识 , 孤立 的 简单 重复 其 效果 
也 是 有 限 的 , 教学 中 宜 采 取 对 比 的 方法 来 给 学 习 
考 强 化 . 例如 : 

题 4 已 知 集合 4 = {(z,W)ly = 一 22}, B= 
{(z,y)ly = 2 + 27 一 4}, 求 4NmB. 

题 5 已 知 集合 4 = {yly = 一 zx2}, B = 
{yy 二 x22 十 2z 一 4}, 求 A4NnB. 
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题 4 中 的 元 素 是 “点 ”, 而 题 5 中 的 元 吝 是 “ 函 
数值 *, 两 个 问题 形式 相似 , 但 本 质 完 全 不 一 样 ， 
学 生 解 题 时 极 易 混淆 . 进行 对 比 练习 , 可 引起 学 
生 较 大 的 认 知 冲突 , 从 而 起 到 “强化 ”知识 的 作用 . 
又 如 : 

题 6 已 知 函 数 y = lg(x? 一 az 十 1)， 

(1) 车 定义 域 是 实数 集 RR, 求实 数 a 的 取 值 范 
围 ; 

(2) 若 值 域 是 实数 集 及 ,求实 数 w 的 取 值 范 
围 . 

对 于 题 6 中 的 两 个 形式 相近 问题 的 对 比 求 
解 , 同样 可 以 起 到 对 于 不 同 概 念 的 强化 作用 . 

其 次 是 效果 律 , 当 一 个 “联结 ”形成 后 , 伴随 
着 学 习 者 的 满意 ,“ 联 结 " 就 会 加 强 , 这 就 是 激励 
的 作用 ; 伴随 着 学 习 者 的 烦恼 “联结 ”就 会 减弱 ， 
这 就 是 处 罚 的 效果 . 所 以 在 教学 中 表扬 和 批评 
都 可 以 对 学 习 起 到 强化 作用 , 但 心理 学 研究 表 
明 , 奖 的 作用 大 于 罚 的 作用 . 因此 , 教师 要 恰当 
地 使 用 表扬 和 批评 的 手段 , 以 促进 效果 的 强化 . 

三 是 准备 律 , 就 是 说 在 学 习 发 生 时 , 有 准备 
的 学 习 效 果 要 优 于 随机 的 学 习 . 所 以 在 数学 教 
学 中 , 教师 要 有 目的 地 指导 学 生 开 展 预习 , 在 上 
课时 要 明确 教学 目标 和 学 习 任 务 , 也 即 做 好 教学 
的 “前 知 ” 准 备 工作 , 这 样 才 会 取得 更 加 理想 的 教 
学 效果 . 例如 在 进行 反正 弦 通 数 教学 时 , 教师 如 
果 引 导 学 生 复习 反 函 数 概念 , 反 阴 数 图 像 与 原 函 
数 图 像 间 的 关系 , 并 让 学 生 思 考 下 列 问题 : 正弦 
函数 y 二 sin x,x € 民 是 否 存 在 反 函 数 ? 给 定 
怎样 的 取 值 区 间 1， 正弦 型 函数 y = sin z,Z E 
了 存在 反 郴 数 ? 当 学 生 做 好 了 新 知识 学 习 的 “前 
知 ” 准 备 , 又 对 新 知 学 习 中 的 关键 问题 有 了 一 定 
的 了 解 和 准备 , 这 将 在 新 知 学 习 时 大 大 提高 学 习 
效率 ， 

三 .练习 加 上 反馈 才 更 有 效 

在 行为 主义 学 习 理论 的 研究 中 , 桑 代 克 还 设 
计 了 说 明 反 馈 作 用 的 实验 , 他 让 学 生 闭 上 眼睛 在 
纸 上 男 一 定 长 的 线段 如果 对 所 画 结 有 果 元 反馈 ， 
即使 进行 3000 多 次 重复 , 也 无 法 接近 定 长 . 而 如 
果 是 每 画 一 次 都 及 时 反馈 , 则 马上 可 以 通 近 息 长 . 
于 是 行为 主义 学 习 理 论 认为 , 简单 的 重复 训练 往 
往 不 产生 学 习 , 只 有 练习 加 上 反馈 才能 有 效 地 促 
进 学 习 . 这 一 点 在 数学 教学 中 具有 很 强 的 指导 
意义 , 有 些 老 师 在 教学 中 缺少 对 练习 和 测试 的 关 
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注 , 从 而 不 能 将 教学 的 结果 有 效 反 馈 给 学 生 , 造 
成 了 学 生 练 习 的 低 效 . 因此 在 数学 教学 中 一 定 
要 坚持 “练习 加 反馈 ”的 模式 , 这 样 的 训练 才 会 高 
效 . 例如 , 我 们 进行 求 沙 数 的 反 洱 数 的 训练: 

题 7 求 下 列 通 数 的 反 函 数 

(1)y= 2 +1(x < 0); 

(2)y = Vr+3; 

(3)y = x2 + 272 +2(7x > 0). 

题 8 求 下 列 函 数 的 反 函 数 

(1)y7 一 (CC 一 1 十 2(z < 1); 

(2)y= Yr+li—1; 

(3)y = z+1(z <1). 

这 两 组 题目 结构 相同 , 学 生 在 初学 反 函 数 求 
法 时 非常 容易 犯错 , 第 (1) 题 开 根 号 时 易 忽 视 取 
“一 ”, 第 (2) 题 容易 忽略 对 反 困 数 定义 域 的 考虑 ， 
第 (3) 题 容易 忽略 z > 0 和 x < 1 对 函数 值 域 的 
影响 , 进而 影响 反 函 数 的 定义 域 . 我 们 作 了 如 下 
的 观察 : 有 三 组 学 生 同 时 练习 题 7, 第 一 组 , 老师 
未 将 结果 作 反 馈 , 但 给 学 生 又 重复 讲解 了 反 沙 数 
求解 方法 , 第 二 天 再 做 题 8; 第 二 组 , 老师 将 结果 
反馈 , 但 末 作 讲评 , 第 二 天 再 练 题 8; 第 三 组 , 老 
师 将 结果 反馈 , 并 且 对 错 因 作 了 分 析 , 然后 第 二 
天 再 练 题 8. 结果 是 第 三 组 效果 最 佳 , 第 二 组 效 
果 次 之 , 第 一 组 效果 最 差 . 所 以 我 们 认识 到 , 有 
反馈 的 练习 才 是 有 效 的 学 习 , 而 且 反 馈 的 针对 性 
也 决定 了 学 习 的 效果 , 也 就 是 反馈 不 仅仅 是 一 个 
结果 的 反馈 , 而 应 该 包含 致 误 原因 的 反馈 . 

四 、 促进 积极 学 习 , 防止 消极 学 习 

行为 主义 还 有 一 个 重要 的 概念 , 就 是 习 得 性 
迁 奋 积 习 得 性 无 助 . 行为 主义 通过 实验 得 出 , 经 
营 受 到 消极 强化 物 的 刺激 , 人 的 操作 行为 也 变 得 
消极 、 甚至 毫 不 作为 , 这 就 是 习 得 性 无 助 ， 行为 
主义 认为 人 的 勤奋 也 是 习 得 的 ,对 一 个 勤奋 群 
体 的 研究 得 出 , 勤奋 者 大 多 在 其 经 历 中 有 过 “ 鞭 
奋 ” 的 行为 训练 和 价值 体验 , 这 就 是 习 得 性 勤奋 . 
所 以 在 数学 教学 中 , 老师 要 注重 对 学 生 的 良好 学 
习习 惯 的 培养 , 例如 , 预习 的 习惯 ,独立 思考 的 习 
惯 、 及 时 完成 作业 和 订正 作业 的 习惯 等 当 学 生 
习 得 了 “勤奋 ”之 后 , 就 会 生成 一 种 强大 的 学 习 动 
力 . 同时 , 我 们 在 教学 中 要 防止 学 生 “ 习 得 性 无 
助 ” 的 产生 , 经 常 的 批评 , 作业 、 考试 太 多 太 难 往 
往 让 学 生 失 去 学 习 的 信心 , 造成 学 生产 生 消 极 的 

(下 转 旬 6-3 页 ) 
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在 抛物 线 的 学 习 中 , 笔者 让 学 生 做 了 下 面 的 
试题 ， 

试题 1 已 知 抛物 线 〇 的 方程 为 z2 = 3 
过 点 A(0, 1) 和 点 B(t,3) 的 直线 与 抛物 线 C 没 
有 公共 点 , 则 实数 t 的 取 值 范围 是 。 

在 作业 的 批改 中 , 笔者 发 现 绝 大 多 数学 生 的 
答案 都 是 正确 的 , 即 为 (一 co, V3)U(V3, +co). 
在 第 二 天 的 课 上 , 笔者 随意 问 了 学 生 的 解法 , 发 
现 很 大 部 分 都 是 相同 的 做 法 (解法 1), 即 通过 联 
立 直线 4 局 的 方程 y = 《zx - I 与 抛物 线 C 方 


程 z? = 3y 后 , 消去 y 得 关于 z 的 一 元 二 次 方程 
z2 -- zz 十 二 一 0(9)， 因为 直线 与 抛物 线 没有 交 


点 , 所 以 (*) 式 的 判别 式 人 A = 三 - 2 < 0, 解 得 
t > V2 或 t < 一 V2. 

还 有 极 少数 同学 是 通过 数 形 结合 , 求 过 点 A 
且 与 抛物 线 相 切 的 直线 来 求解 (解法 2), 笔者 在 
课 上 作为 解 题 方法 的 补充 , 也 做 了 分 析 , 即 如 图 
1, 设 过 点 4 且 与 抛物 线 相 切 的 方程 为 y = kz 
1 联 立 z2 二 3 后 消去 得 到 一 xz 十 二 = 0 


则 7 一 2 = 0,k = 土 2V3, 故 切线 方程 为 y = 
士 2V2z — 1. 





图 1 


又 因为 点 总 在 直线 y = 3 上 移动 , 由 图 1 知 ， 
当 直 线 AB 与 抛物 线 没 有 公共 点 时 , 点 已 应 在 切 


线 y = 土 2V2zx 一 1 与 直线 y = 3 的 交点 P、Q@ 的 
外 边 , .而 交点 坐标 分 别 为 (一 V2,3)、(V2,3), 所 
以 上 > V2 或 t < 一 V2. 

在 课 后 的 反思 中 , 笔者 想起 前 一 届 高 三 复习 
中 , 学 生 错 误 率 也 比较 高 的 一 道 试题 , 从 上 届 学 
生 的 解法 看 , 错 解 的 源头 正 是 试题 1 的 解法 1. 于 
是 , 笔者 又 将 试题 2 布置 为 学 生 的 作业 . 

试题 2 已 知 曲线 C : y= 二 2z2, 点 A4(0, 一 2) 
及 点 B(3,Q), 从 点 和 4 观察 点 B, 要 使 视线 不 被 曲 
线 C 挡 住 , 则 实数 a 的 取 值 范围 是 __. 

从 作业 批改 的 结果 看 , 绝 大 多 数学 生 的 错误 
答案 都 是 (一 14, 10)! 就 是 完全 按 试题 1 的 解法 
1 在 做 . 笔者 询问 了 少数 做 对 正确 答案 (一 co; 10) 
的 学 生 的 解法 , 都 是 数 形 结合 的 切线 方法 . 

作业 本 在 上 课 前 发 下 去 后 , 教室 里 炸 开 了 锅 ， 
为 什么 是 错 的 ? 笔者 及 时 让 学 生 静 下 来 思考 原 
因 : 问题 出 在 哪里 ? 经 过 几 分 钟 的 思考 后 , 有 部 
分 学 生 逐 渐 发 现 了 原因 . 

如 图 2, 过 点 和 4 的 抛物 线 的 切线 1 : y = 4 一 
2 ( 男 一 条 为 l2 :y = 一 47x 一 2) 与 直线 2 = 二 3 的 
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交点 为 P(3,10), 显然 当 点 B8(3, a) 在 点 忆 下 面 时 
是 满足 题 意 的 , 故 a <.10. 

而 用 方法 1 解 题 时 , 点 B 在 线段 PQ 内 (其 中 
驴 是 切线 /2 与 直线 z = 3 的 交点 (3, 一 14))， 显 然 
将 驴 下 面部 分 给 遗弃 了 , 那么 为 什么 会 出 现 遗 弃 
呢 ? 学 生 们 又 进入 了 思考 . 

没 过 多 久 , 就 有 学 生发 现 了 问题 所 在 :“ 视 线 
不 被 曲线 挡住 "与 “直线 与 抛物 线 没 有 公共 点 是 
不 同 的 , 当 点 妃 落 在 点 Q 下 面 时 , 直线 与 抛物 线 
有 交点 , 但 从 点 4 观察 点 互 却 是 不 会 被 曲线 挡住 
的 . 那么 , 能 否 适 当 悠 改 解法 而 成 为 正解 呢 ? 

经 过 师 生 探究 , 最 后 将 问题 转化 为 : 直线 AB 
与 曲线 C 在 x > 0 上 没有 交点 , 则 仿 解 法 1 可 知 
222 44% +2 = 0 在 x > 0 上 无 解 , 所 以 


2 Q 十 2) _16> 
ee 
CQ 十 之 < 0 

解 得 -14<a< 10 或 a 二 一 14, 即 c < 10. 

间 题 虽然 解决 了 , 但 笔者 和 学 生 却 并 没有 满 
足 , 而 是 继续 对 整个 解决 问题 的 过 程 进行 反思 ， 
获得 了 以 下 四 点 解 题 教训 . 

1. 要 尽量 降低 思维 定 势 的 负 影 响 

在 解 题 过 程 中 , 思维 定 势 造 成 的 负 影 响 是 不 
可 各 免 的 , 但 可 以 通过 仔细 审题 , 认真 研究 尽 可 
能 地 降低 影响 程度 ; 另外 , 日 后 解 题 中 , 无 论 是 否 
是 自己 遇 到 过 的 问题 , 都 作为 第 一 次 解 题 来 对 答 
应 该 也 是 有 效 避 免 的 方法 . 











rar 


(上 接 第 6-1 页) 

学 习 心 态 ， 在 教学 中 教师 要 善于 为 学 生 的 学 习 
做 好 铺垫 工作 , 注重 训练 中 “搭桥 ”, 避免 思维 跨 
度 太 大 , 造成 学 生 思维 无 法 跨越 而 造成 习 得 性 无 
助 . 例如 学 生 进行 如 下 题目 的 学 习 : 

题 9 求 y = sinz.:cosz 十 a(sin 人 十 cosZ) 十 
1, 2 € RR, a 为 实 参 数 , 试 求 函 数 y 的 最 大 值 g(a). 

题 10 已 知 数列 {om} 满足 : al = 1, a2 = 
2，an+2 = et, n E N*, 求 {an} 的 通 项 
公式 . 

在 初次 接触 题 9. 题 10 这 样 的 综合 性 问题 时 ， 
为 防止 学 生 束 手 元 策 , 不 妨 进行 如 下 “搭桥 ": 对 于 
题 9 可 以 增加 这 样 的 小 题 : 令 t = sinZ 十 cos 2， 
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例如 , 本 文中 试题 2 学 生 明显 是 受 了 前 一 天 
试题 1 解答 的 影响 , 认为 两 题 的 解答 是 完全 一 致 
的 , 从 而 不 自沉 地 落 入 了 题目 的 “圈套 ”. 

2. 要 注意 对 题 中 文字 意思 的 深入 理解 

数学 虽 不 像 语 文 一 样 ， 经 常 需要 咬 文 咀 字 ， 
但 有 时 也 必须 逐 字 逐 名 地 理解 意思 ， 否 则 就 会 
出 现 似 是 而 非 的 情况 , 例如 ,本 文中 的 “没有 公 
共 点 ”与 “不 被 挡住 ?是 不 同 的 意思 ， 又 如 "在 "点 
与 “过 "点 的 切线 也 是 不 同 的 , 等 等 

3. 要 注意 对 解 题 方法 的 辩 析 

“条 条 道路 通 罗 马 ”, 一 个 数学 问题 同样 会 有 
多 种 解 题 方法 , 在 这 几 种 方法 中 , 要 辨 机 哪个 方 
法 是 通 性 通 法 和 基本 解法 ,是 适合 解决 一 类 癌 
题 的 方法 , 这 样 的 方法 才 是 必须 理解 掌握 好 的 方 
法 , 除 此 以 外 的 方法 , 可 以 作为 通 法 的 补充 来 了 
解 ， 例如 , 本 文中 的 方法 1 对 于 两 题 来 讲 虽 都 是 
可 用 的 , 但 用 在 第 2 题 上 就 需要 进行 “修改 ", 而 
方法 2 对 于 两 题 来 讲 都 可 直接 使 用 , 因此, 显然 
方法 2 是 基本 方法 , 方法 2 蕴含 的 数 形 结合 思想 
是 解 题 的 重要 思想 . 

4. 要 注意 对 平时 解 题 中 资料 的 和 累积 

学 生 做 过 的 题 何 止 成 千 上 万 , 我 们 应 该 分 类 
整理 这 些 试 题 中 易 错 的 、 易 混 的 .有 共性 的 等 具 
类 似 特 征 的 试题 作为 自己 的 资料 库 , 通过 对 资料 
库 的 学 习 定 能 提升 自己 分 析 问 题 , 解决 问题 的 能 
力 . 例如 , 将 本 文中 试题 1 和 试题 2 作为 对 比试 
题 放 在 易 混 库 中 , 对 于 明 辨 解 题 策略 益处 颇 多 . 


A A A A 


将 y 表 示 成 的 函数 了 (t); 对 题 10 增 加 这 样 的 小 
题 : 令 刀 = 二 an+l 一 an 证 明 : {bnr} 是 等 比 数列 . 
这 样 学 生 在 解 题 时 就 有 了 方向 感 从 而 增强 了 学 
生 的 学 习 信 心 . 当然 随 着 学 生 思 维 水 平 的 提高 ， 
我 们 在 教学 中 可 以 逐步 “ 拆 桥 ”, 以 加 强 对 学 生 抽 
象 思 维 能 力 的 培养 . 

行为 主义 的 经 典 学 习 理论 都 是 在 实证 的 基 
础 上 得 出 , 因而 具有 对 一 般 学 习 规 律 的 认识 , 但 
由 于 行为 主义 学 习 理 论 忽 视 对 人 内 在 的 认 知 过 
程 和 情感 作用 的 关注 , 这 使 它 在 指导 教学 时 存在 
明显 局 限 性 , 这 是 需要 我 们 在 教学 中 加 以 注意 的 . 
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一 位 优秀 的 数学 教师 不 仅 要 懂 知 识 、 会 解 题 ， 
还 要 有 “" 编 "的 能 力 , 要 会 根据 手中 的 资料 , 编 性 
质 、 编 习 题 . 当然 , 笔者 所 说 的 “ 编 ", 绝 不 是 随意 
的 胡 编 乱 造 , 而 是 要 达到 “三 有 ”: 一 是 有 意义 ， 即 
所 编 题目 .性 质 是 有 用 的 ; 二 是 有 意思 , 即 所 编 题 
目 、 性 质 有 新 意 , 让 学 生产 生 想 掌 握 的 冲动 ; 三 是 
有 意味 , 即 所 编 题 目 、. 性 质 有 深度 , 让 学 生 越 读 越 
有 味道 . 

笔者 也 学 试 着 “ 编 * 了 一 些 性 质 和 题目 . 这 些 
编 的 性 质 和 习题 增强 了 学 生 数 学 探究 能 力 . 下 
面 是 笔者 所 “ 编 ? 过 的 两 个 案例 . 

1。 编 应 用 题 

教材 上 有 这 样 一 道 题目 : 圆 的 直径 为 d, 求 它 
的 内 接 和 矩形 面积 的 最 大 和 值 . 这 道 题目 很 简单 , 学 
生 也 很 容易 解答 . 但 笔者 并 没有 满足 于 题目 本 身 
的 解答 , 而 是 由 这 道 题目 联想 到 了 校园 中 的 花坛 
问题 , 因此 在 教学 过 程 中 把 该 题 改编 成 了 一 类 应 
用 性 的 问题 ( 见 下 面 的 4 个 问题 ). 

问题 1 校园 内 计划 修建 一 个 矩形 花坛 , 并 
在 花坛 内 攻 置 一 个 路 水 器 ( 喷 水 器 的 喷 水 区 域 是 
一 个 圆 面 )， 问 如 何 设 计 花 坛 的 尺寸 和 晓 水 器 的 
位 置 , 才能 使 花坛 的 面积 最 大 且 能 全 部 啼 到 水 ? 

问题 1 可 借助 不 等 式 求解 , 学 生 很 容易 解答 
(如 图 1). 笔者 再 把 题目 增加 难度 改编 成 问题 2. 


人 人 
< 
~ 


图 1 
问题 2 校园 内 计划 修建 一 个 矩形 花坛 , 并 
在 花坛 内 装置 两 个 相同 的 喷 水 器 , 问 如 何 设计 花 
坛 的 尺寸 和 两 个 喷 水 器 的 位 置 , 才能 使 花坛 的 面 
积 梳 大 且 能 全 部 喷 到 水 ? 


解答 问题 2 的 关键 是 画 出 示意 图 (如 图 2), 画 
出 图 后 用 基本 不 等 式 即 可 求解 . 这 道 题目 彻底 激 
发 了 学 生 探 完 此 类 问题 的 兴趣 , 于 是 笔者 顺势 把 
改编 的 问题 3 让 学 生 探 完 


图 2 
问题 3 校园 内 计划 修建 一 个 抢 形 花坛 , 并 
在 花坛 内 装置 两 个 大 小 不 同 的 喷 水 器 ( 喷 水 区 域 
的 大 小 不 同 ), 问 如 何 设计 花坛 的 尺寸 和 两 个 喷 
水 器 的 位 置 , 才能 使 花坛 的 面积 最 大 且 能 全 部 喷 
到 水 ? 
问题 3 难 住 了 很 多 同学 , 很 多 同学 不 能 正确 
理解 题 意 , 不 知道 题目 的 图 形 应 该 怎样 画 . 于 是 
笔者 引导 学 生 对 题目 进行 了 深入 分 析 , 两 个 不 同 
的 喷 水 器 均 在 矩形 花坛 内 , 则 两 个 喷 水 器 有 公共 
的 喷 水 区 域 . 因此 本 题 应 分 两 种 情况 讨论 : 一 种 
是 小 喷 水 右 的 玩 水 区 域 在 大 喷 水 器 的 晓 水 区 域 
之 内 ; 男 一 种 是 两 喷 水 器 有 共同 的 喷 水 区 域 但 小 
暑 水 器 的 喷 水 区 域 并 没有 完全 在 大 喷 水 器 的 喷 
水 区 域内 . 对 于 第 一 种 情况 , 即 当 小 晓 水 器 的 喷 
水 区 域 在 大 喷 水 器 的 喷 水 区 域 之 内 时 , 易 知 当 和 扼 
形 内 接 于 大 圆 且 该 矩形 为 正方 形 时 , 矩形 面积 最 
大 (如 图 3), 此 时 求解 比较 简单 .对 于 第 二 种 情 
况 (如 图 名, 需 构 建 一 个 面积 9 关于 z 的 函数 9 = 
4z(VR2 一 22 十 V72 -和 好), 要 求 该 函数 的 最 值 ， 
需求 出 该 沙 数 的 单调 性 , 而 单调 性 的 求解 须 借 助 
于 导数 . 通过 本 问题 , 学 生 对 导数 的 作用 ,性质 
有 了 更 深刻 的 理解 , 也 对 运算 的 重要 性 有 了 更 深 
刻 的 理解 . 学 生 经 过 不 懈 的 努力 , 终于 求解 出 了 
本 题 . 但 笔者 并 没有 因此 而 停止 改编 的 步伐 , 又 
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把 题目 改编 成 具有 开放 性 的 问题 4( 笔 者 只 是 让 
学 生 讨 论 本 题 ). 





问题 4 校园 内 计划 修建 一 个 矩形 花坛 , 并 
在 花坛 内 装置 n(n 之 3) 个 相同 的 喷 水 带 ( 喷 水 
区 域 是 圆 ), 问 如 何 设计 花坛 的 尺寸 和 个 喷 水 
器 的 位 置 , 才能 使 花坛 的 面积 最 大 且 能 全 部 喷 到 
水 ? 

通过 前 面 问题 2 的 解答 , 师 生 达成 了 共识 : 当 
花坛 中 有 允 个 晓 水 器 时 , 要 得 到 面积 最 大 的 长 方 

只 需要 把 有 个 内 接 正方 形 拼 成 一 个 矩形 即 可 . 

2. 编 性 质 

有 一 道 “ 过 圆 外 一 点 向 圆 引 两 条 相互 三 直 的 
切线 ”的 问题 , 笔者 和 学 生根 据 得 到 的 结果 , 很 容 
易 总 结 归纳 出 下 面 的 性 质 1, 并 给 出 了 证 明 . 

性 质 1 贺 (z 一 a)? 十 (Vy 一 0)? = 7 的 两 条 互 
相 季 直 的 切线 mr、 的 交点 了 的 胃 迹 方程 是 (x 一 
Qa)? + (vy — b)? = 272. 

证 明 : 如 图 5, 易 知 四 边 形 4PBO1 为 正方 形 ， 
所 以 |POi| = V2|40O1| = V27, 所 以 点 忆 的 轨 
迹 是 以 O1 为 圆心 ，V27 为 半径 的 贺 ， 其 方程 是 
(Z 一 0)2 十 ( 作 一 人 2 一 272. 

y . 





图 5 
得 到 性 质 1 后 , 笔者 想到 既然 新 课 标 教材 把 
加 和 椭圆 、 双 曲线 、 抛 物 线 统一 成 为 圆锥 曲线 ， 
那么 我 们 能 否 类 比 性 质 1 得 到 椭圆、 双 曲 线 、 抛 
物 线 的 类 似 性 质 呢 ? 笔者 把 这 个 问题 让 学 生 探 
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究 、 思 考 , 经 过 师 生 的 共同 努力 , 我 们 依次 得 到 

了 下 面 的 3 个 性 质 : 
性 质 2 抛物 线 久 = 2pz (p > 0) 的 两 条 互 

相 右 直 的 切线 mm、 的 交点 计 的 轨迹 方程 为 x = 


可。 
证 明 : 若 其 中 一 条 切线 过 抛物 线 顶 点 ， 则 与 
之 垂直 的 另 一 条 切线 不 存在 , 所 以 两 切线 的 斜率 
的 斜率 为 及 则 两 切线 方程 为 y — yo = Kk(7 — zo0) 

和 ?一 ?2o = 一 天 他 一 Z0). 
— yo = k(x 一 Zo)， 
| v yo 一 KZ 一 2Z0) 得 

2 = 2 


k 
y+yo— kro=0. 


22 
根据 题 意 得 ， 
Ax=1- 一 万 (一 kzo)=0 本 人 
一 % = -了 (z 一 zo) 
a ” Ek ”得 
y* = 2pz， 
1 也 TON _ 
2pkY +y- (w+ 了 R)=0 
根据 是 总 得 
-1+ 二 Z0 -0 
As=1+ 霹 (wt)=0 @ 
由 @ 一 曙 得 yo = 天) = .vt @ 
把 @ 代 入 中 得 
Yo 
1 一 本 (pro 一 及 一 kzo 一 0. 
解 得 zo 一 一 和 5， 所 以 点 MM 的 轨迹 方程 为 
z 一 一， 


2 
性 质 3 设 直线 m\m 都 是 本 圆号 十 殷 = 1 
的 切线 , 且 Mr 上 nr, mn%w 交 于 点 PP 则 点 局 的 轨 
迹 方 程 是 xz? 十 = a? 十 22. 
证 明 : (1) 当 切 线 斜率 存在 时 , 设 y = kz 十! 


2 = kz+L, 
为 椭圆 的 切线 ,由 9 z2 ;2 得 
ao2 “页 ， 
1 kk? 2lk 12 
( 吉 + 克 ) + 入 ?+ 万 10 


由 人 A 王 0 得 瑚 王妃 十 o2R2， 
所 以 1 = 士 V 到 十 02823, 所 以 两 垂直 切线 为 
(下 转 第 6-9 页 ) 


6-6 : 数学 教学 


关于 三 角 函 数 的 诱导 公 
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S 式 的 教材 和 教学 比较 


225600 江苏 省 高 邮 中 学 黄 桂 君 


笔者 曾 主持 过 扬州 市 教育 科学 “十 五 ?规划 课 
题 《 中 学 数学 教学 策略 比较 研究 》 的 研究 ,目前 
正在 进行 江苏 省 教育 科学 “十 二 五 ?规划 专项 立 
项 课题 《基于 MPCK 的 高 中 数学 教学 策略 研究 》 
的 研究 . 本 话题 是 基于 课题 的 研究 , 本 文 就 是 我 
们 开展 了 “ 同 课 异 构 ” 的 教研 活动 , 通过 课堂 的 实 
际 情况 和 教学 效果 进行 的 比较 分 析 和 反思 总 结 . 

一 、 教材 比较 

1. 基 于 人 教 版 老 教材 站 中 *“ 正 、 余 弦 的 诱导 公 
式 " 的 推导 . 假定 c 为 任意 角 ， 其 终 边 与 单位 圆 
相交 于 点 (xz,y), 由 于 角 180° + a 的 终 边 就 是 
角 a 终 边 的 反 向 延长 线 , 其 终 边 与 单位 圆 相交 于 
点 忆 , 点 已 与 点 书 关 于 原点 CQ 对 称 , 则 点 PP’ 的 
坐标 是 (一 x, 一 y)， 又 因为 单位 圆 的 半径 r = 1 
由 正 、 余 弦 函 数 的 定义 , 可 得 sin a = y,cosa = 
x, sin(180° 十 ww) = —y, cos(180° 十 ca) = 一 2 所 
以 ，sin(180?” + a) = ~ sina, cos(180° 十 a) = 
— COSA. 

` 类似 的 , 根据 a 与 一 a 的 终 边 关于 x 轴 的 对 称 
性 及 三 角 函 数 的 定义 , 得 到 sin( 一 a) = 一 sin a， 
cos( 一 Q) = cos a. 并 由 此 推 得 其 他 诱导 公式 . 

这 节 课 上 下 来 , 除了 怎么 想到 和 运用 角 工 一 
2 的 终 边 与 角 aw 的 终 边 关于 直线 3 = 5 对 称 , 及 
其 两 对 称 点 坐标 之 间 的 关系 有 难度 外 (这 是 难点 ， 
原 教材 是 放 在 后 面 两 角 和 与 差 的 三 角 函 数 中 讲 
的 , 我 们 按 新 课程 标准 的 要 求 进行 了 调整 ), 学 生 
没 感 党 有 什么 困难 . 

2. 基 于 人 教 版 A 版 新 教材 处 中 “三 角 函 数 的 
诱导 公式 "的 导入 ， 先 要 求学 生 思 考 : 我 们 利用 
单位 圆 定 义 了 三 角 函 数 , 而 圆 具 有 很 好 的 对 称 性 ， 
能 否 利用 圆 的 这 种 对 称 性 来 研究 三 角 函 数 的 性 
质 呢 ? 例如 , 能 否 从 单位 贺 关 于 z 轴 、y 轴 \ 直线 
”一 2 的 轴 对 称 性 , 以 及 关于 原点 〇 的 对 称 性 等 
出 发 , 获得 一 些 三 角 肾 数 的 性 质 呢 ? 


给 和 定 一 个 角 a， 和 角 不 一 QQ、 不 十 必 、 -Qa、3— 


的 终 边 与 角 的 终 边 有 什么 关系 ? 它们 的 三 角 
函数 之 间 有 什么 关系 ? 

由 单位 国 上 具有 某 对 称 性 的 点 的 坐标 之 间 
的 关系 , 任意 角 三 角 函 数 的 定义 , 同上 可 推出 相 
应 的 诱导 公式 . 

这 节 课 的 特色 是 导入 的 问题 串 设计 得 比较 
好 , 击 中 要 点 ， 其余 情况 同上 面 基 本 一 样 , 如 难 
点 , 教材 中 虽说 根据 图 形 不 难 发 现 , 其 实学 生还 
是 有 困难 的 . 

3. 基 于 人 教 版 B 版 新 教材 外 中 “诱导 公式 ”的 
传授 ， 除 指出 了 角 a 与 a 十 k:27(k € 2Z) 的 三 
角 函 数 间 的 关系 (根据 定义 ), 以 及 讨论 了 角 a 与 
一 的 二 角 沙 数 间 的 关系 (同上) 外 , 特别 研究 了 : 

(1) 角 a 与 a 十 (2k 十 1)x(k eceZ) 的 三 角 范 
数 间 的 关系 , 由 特殊 角 aw 十 T 与 一 ra 十 37r， 
ca 一 3mr ,Gd 二 (25T+1TKEEZ) 的 终 边 相同 ， 
则 它们 的 三 角 函 数值 也 相等 , 得 出 cos[a 十 (2k 十 
1)7] = 一 cosa sinla + (2k + 1)7] = 一 sixia， 
tan[a + (2% 十 1)7] = tan a, 并 总 结 得 

一 Sin Q， 当 ?” 为 奇数 ， 
sin(c: + nT) = 
| 当 n 为 偶数 ， 
当即 为 奇数 ， 
cos oa， ” 当 ?m 为 偶数 ， 

tan(a + nn) = tana(n € 2). 

进而 再 特殊 化 : 两 个 互 为 补 角 的 正弦 值 相 等 
sin(r 一 ca) = sin a, 余弦 是 互 为 相反 数 cos(r 一 
Q) = 一 cos Qa. 这 是 一 种 侧重 于 代数 方法 的 新 思 
路 


sin Cx， 


一 cos 0 
cos(G + nr) = 


(2) 关 于 角 a 与 a+ 所 的 三 角 函 数 间 的 关系 


因为 点 书 关 于 直线 y = z 的 轴 对 称 点 的 坐标 为 
Msin a,cos oa, 点 MM 关于 yy 办 的 对 称 点 的 坐标 
为 六 (一 sin acos a). 点 忆 经 过 以 上 两 次 轴 对 称 
变换 到 达 点 入 ,等 同 于 单位 贺 作 了 一 次 旋转 (如 
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1)， 旋转 的 大 小 为 2 (于 一 “cj + 2a 一 到 ,所 
以 有 

COS (和 二 一 Sin@Q&, sin (B+o) = COS Q， 
进而 可 得 其 他 的 公式 ， 





这 节 课 的 特点 是 突出 了 和 角 w 与 w 十 mr(n E 
Z) 的 三 角 函 数 闻 的 关系 .推陈出新 “化 解 " 了 一 
个 难点 , 当然 怎么 想到 的 对 于 学 生 而 言 也 是 个 疑 
间 . 

4. 基 于 北 师 大 版 新 教材 向 中 的 有 关 三 角 函 数 
诱导 公式 的 特别 安排 , 诱导 公式 被 分 散 安排 在 正 
孩 、 余弦 函数 的 定义 及 其 图 像 之 后 , 即 在 性 质 中 
渗透 ， 别具一格 . 一 方面 通过 和 角 土 Q、 27 土 Q、7i 土 
ca 的 终 边 与 单位 圆 的 交点 间 的 对 称 性 及 坐标 之 
间 的 关系 (同上 ) 发 现 , 另 一 方面 当 a 为 锐角 时 也 
可 通过 图 像 (如 图 2) 直观 看 出 , 如 sin(r 一 a) = 


sin c 等. 





再 通过 “思考 交流 "要求 学生 根据 三 角 函 数 的 
定义 , 或 验证 , 或 根据 “信息 技术 建议 ” 绘 出 三 角 
阔 数 图 形 后 归纳 得 出 诱导 公式 . 

对 于 正切 函数 , 当 - > < a < 5 时 , 根据 其 
图 像 , 仿 上 正弦 函数 图 像 也 很 容易 观察 得 出 , 如 
tan(r 一 ac) = 一 tan a. 并 建议 有 兴趣 的 学 生 再 
验证 其 他 象限 角 或 借助 信息 技术 绘图 归纳 得 出 . 

关于 3 二 的 正 、 余 弦 话 导 公 式 , 通过 a 为 锐 
角 时 , 它们 的 终 边 与 单位 圆 的 交点 及 交点 在 轴 上 
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的 射影 、 坐标 原点 构成 的 两 个 直角 三 角形 全 等 ， 
由 三 角 阔 数 定 义 和 点 的 模 \ 纵 坐标 绝对 值 相等 而 
推 得 . 然后 要 求 有 兴趣 的 学 生 对 a 无 论 是 哪个 象 
限 角 时 验证 (不 完全 归纳 ) 都 是 正确 的 .“ 问 题 与 
思考 ” 则 要 求学 生 验 证 3 一 的 正 \ 人 余弦 诱 导 公 
式 . 

这 节 课 是 我 们 在 苏 教 版 新 教材 回 讲 过 正切 函 
数 后 进行 的 一 次 试验 课 (因为 内 容 分 散 安 排 , 且 
在 “ 同 角 三 角 函 数 的 基本 关系 ”前 , 所 以 放 到 了 这 
个 时 候 实 验 研 究 一 下 .) , 其 与 众 不同 的 地 方 是 利 
用 了 三 角 函 数 线 和 三 角 函 数 的 图 像 即 数 形 结合 
的 思想 , 特殊 到 一 般 . 归纳 推理 等 令 人 耳目 一 新 
的 方法 推导 出 诱导 公式 , 通过 验证 ,不 完全 归纳 
化 解 了 难点 . 

5. 基 于 苏 教 版 新 教材 名 中 "“ 王 角 函 数 的 诱导 
公式 ”的 设计 . 是 这 样 推出 的 :如 果 a 的 终 边 与 角 
6 的 终 边 关于 xX 轴 对 称 , 那么 a 与 6 的 三 角 泣 数 
信之 间 有 什么 关系 ? 

设 角 Qa、B 的 终 边 分 别 与 单位 圆 交 于 点 P、P'， 
则 点 一 和 书 ' 关于 Z 轴 对 称 ( 如 图 3). 又 根据 三 角 
洋 数 的 定义 , 点 卫 的 坐标 是 (cos a, sin a), 点 也 
的 坐标 是 (cos 6B,sin 6). 故 有 

sin B = — sin oa, cos b = cosa. 
由 同 角 三 角 函 pe 
Sin — Sin & 
tan = os 一 一 sw 一 — tan a. 
特别 地 , 角 一 a 与 角 a 的 终 边 关于 z 轴 对 称 , 故 有 
sin( 一 C) = 一 Sin acos( 一 ca) = cosa, tan(—a) 


一 一 tanaw. x 土 a 的 诱导 公式 由 学 生 上 自己 推导 . 





关于 难点 : 若 角 wa 的 终 边 与 角 B 的 终 边 关 于 
直线 y = 二 对称 ( 如 图 4), 则 有 点 已 和 着 关于 直 
线 y 二 zx 对 称 . 


6-8 ”数学 才学 





图 4 
| snc 十 SnD _ cosa+cosp 
2 2 ， 


snc 一 Sn _ _1 
cosC 一 cosB 
由 此 解 得 cosa = sin 6,sina = cos B: 特别 地 ， 
角 避 与 角 一 Q 的 终 边 关于 直线 y=Z 对 称 , 因此 ， 


Sin ( 一 ) 一 COS oo cos ( 一 一 Sin CQ. 

这 节 课 的 实际 情况 是 , 在 用 一 般 三 角 函 数 关 
系 式 刻 画 任意 角 a 的 终 边 与 角 B 的 终 边 具有 某 对 
称 性 时 有 难度 , 学 生 一 时 难以 到 位 . 如 关于 直线 
y 二 2 对 称 的 两 点 间 的 坐标 关系 , 苏 教 版 必修 2 
P.94 第 20 题 已 给 出 了 结论 , 本 节 课 是 必修 4 中 的 
内 容 , 所 以 教材 加 用 斜率 来 处 理 就 很 自然 . 问题 
是 现在 大 多 数学 校对 必修 教材 是 按照 1、 4、5、 2、 
3 的 顺序 , 而 非 按 照 1.2、3、4、5 的 顺序 来 教学 的 . 
我 们 是 通过 几 个 特例 及 其 几何 直观 引导 学 生得 
到 的 , 回避 了 用 斜率 的 方法 . 后 来 重 温 这 种 方法 ， 
感觉 似乎 < 儿 了 个 小 轿子”. 

6. 基于 湘 教 版 新 教材 四 中 “诱导 公式 ”的 引 
出 ， 这 是 通过 6 个 例题 (当中 有 通过 求 具 体 三 角 
组 数 值 提 炼 的 ) 而 得 出 的 : 

如 例 1 求 下 列 三 角 函 数值 : 


(1) sin 6 中; (2) tan (至 ) (3) cos 各 等) 


自然 引入 话题 (学习 的 ， 党 要 性 )， 通过 联系 和 
Dm — 1 i A bb i Tt 和 A 
画图 发 现 一 和 与 有 的 终 边 、 4 与 才 的 终 边 、 3 
与 了 的 终 边 的 位 置 关 系 ， 例 2 一 般 化 推出 一 a， 


7 土 (的 诱导 公式 , 例 3 要 求 利 用 例 2 得 到 的 公 
式 重新 求 例 1 中 各 三 角 函 数值 (数学 公式 是 有 用 
的 )， 例 6 设 问 由 初中 互 余 的 两 个 锐角 c 与 互 一 
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% 间 的 正 、 余 弦 的 关系 式 , 是 否 对 任意 角 a 成 立 
呢 ? 指出 由 于 角 c 与 角 一 的 平均 值 


1 7 
+ 人 -到 
所 以 角 a 的 终 边 与 角 9a 的 终 边 关于 角 寺 的 终 


边 所 在 的 直线 y 二 x 对 称 , 根据 这 两 个 角 的 终 边 
与 单位 圆 的 交点 坐标 关系 及 三 角 函 数 的 定义 得 


sin (< = COS Q, COS (5-o) = sin oa. 


其 他 公式 由 学 生根 据 课 本 中 的 “ 想 一 想 ”,“ 请 尝 
试 自己 推导 ”. 

这 节 课 的 亮点 是 问题 引出 自然 , 从 特殊 到 一 
般 , 也 给 出 了 一 个 “解决 难点 "的 方法 , 同样 学 生 
如 何 理 解 也 是 个 疑问 . 

二 、 笔者 的 教学 设计 

基于 上 述 对 比分 析 , 这 节 内 容 突 出 了 对 称 的 
思想 , 任意 角 三 角 函 数 的 定义 . 让 学 生 感 受 和 体 
验 用 三 角 汝 数 的 语言 刻画 圆 上 点 的 对 称 性 等 ! 因 
而 笔者 的 教学 设计 是 : 

( 孔 先 通过 教材 [6] 中 例 1 求 有 关 具 体 三 角 函 
数值 的 实际 需要, 自然 提炼 出 一 般 的 问题 ; 

(2) 用 教材 [23] 中 的 问题 串 来 启发 引导 学 生 进 
行 思考 讨论、 发现; 

(3) 然后 在 教材 [5] 中 选择 一 个 对 称 性 , 如 探 
究 出 任意 角 a 的 终 边 与 角 B 的 终 边关 于 y 轴 对 称 
的 三 角 联 数 之 间 的 代数 关系 , 让 学 生理 解数 学 的 
本 质 , 再 用 特殊 角 代 换 ; 

(4) 最 后 将 其 他 的 诱导 公式 用 教材 [1]、 [2]、 
[和 中 的 方法 简单 直接 得 到 , 或 由 学 生根 据 其 他 
三 角 函 数 公式 及 已 推 得 的 诱导 公式 等 推出 

其 中 关于 难点 : 三 7 十 ca 或 > 一 的 诱导 公式 


的 推导 (新 课程 提 到 前 面 来 了 ) 采 用 教材 | 辐 中 的 
符合 学 生 认 知 水 平 的 方法 , 或 预先 通过 多 举 一 些 
特例 画图 、 引 导 理 解 教材 上 8] 和 教材 [0] 中 的 方法 

三 、 课题 研究 与 活动 体会 

三 角 函 数 诱导 公式 的 实质 是 < 单位 圆 的 对 称 
性 的 解析 表达 ”, 而 且 是 “特殊 的 对 称 性 ”一 关于 
圆心 (原点 )、 坐标 轴 、 直线 y = x、 直线 y = 一 z 
对 称 . 这 样 诱导 公式 的 整体 性 (以 单位 圆 为 载体 ) 
是 一 个 需要 关注 的 问题 , 这 正 是 教材 2] 等 的 主 
要 关注 点 . 教材 [j、 国 与 自 直 接 明 了 简单 快捷 ! 
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教材 加 虽然 间接 了 点 , “化 了 点 弯 ", 但 后 来 就 水 
到 渠 成 了 . 教学 的 处 理 可 以 有 多 样 性 , 不 过 最 终 
要 让 学 生 形 成 完整 的 认 知 结构 , 所 以 各 有 特色 ， 
这 也 在 2007 年 11 月 扬州 市 高 中 数学 教研 员 公开 
课 比 赛 的 活动 中 得 到 了 体现 . 所 以 不 能 简单 地 说 
哪个 方法 好 (我 就 采用 )， 哪 个 方法 不 好 (我 就 不 
用 )， 或 将 > 土 a 放 后 讲 等 , 事实 说 明 重 新 设计 后 
的 课堂 教学 更 有 灵活 性 和 效果 . 

现在 不 少 教师 甚至 是 骨干 教师 , 认为 教研 活 
动 难 搞 , 课题 研究 更 是 空 的 ; 集体 备课 活动 难 开 
展 , 好 一 点 是 备课 者 带 着 材料 来 , 其 他 人 带 着 材 
料 走 .笔者 认为 目前 有 效 的 方式 是 案例 比较 研 
究 , 如 “ 同 课 异 构 ”; 评议 某 老 师 的 一 节 课 ; 讨论 
某 老 师 编写 的 一 份 教案 ; 研究 一 份 试卷 ; 学 习 制 
作 一 个 课件 ; 讨论 一 两 个 学 科 难 题 (典型 问题 、 
考题 ) .学 生 易 错 或 难以 理解 和 接受 的 问题 (实验 
等 ) ; 弄 几 道 优秀 的 试题 .考题 大 家 做 做 .讨论 、 欣 
赏 、 谈 谈 感 受 等 ; 学 一 篇 学 科 期 刊 上 的 理论 文章 、 
解 题 教学 文章 、 课 例 点 评 文章 等 ; 或 请 外 出 参观 、 
开会 .学 习 回 来 的 老师 汇报 情况 , 谈 感 受 体会 等 . 
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(上 接 第 6-5 页) 

70 :14 一 Ar 士 V+ ok, 

n: y = 一 天 十 2 十 和， 

可 化 为 (y 一 kz)? = 0 十 a2k2， 

(ky 十 2)2 = a2 + b2k2. 

两 式 相 加 得 2 十 她 二 2 十 习 . 

(2) 当 一 条 切线 斜率 不 存在 时 , 易 得 m : x = 
土 a,n :2 一 十 ,也 满足 z2 十 y2 一 a2 十 刀 . 

综 上 所 述 ,点 己 轨 迹 方程 为 Z2 十 9 3 “和 

性 质 4 设 直线 m、n 都 是 双 曲 线 -5 一 一 
l(@o>b> 0) 的 切线 , 且 mr 上 7 mM、 多 交 生 点 
P, 则 点 书 的 轨迹 方程 为 Z2 十 刀 一 a2 一 也 . 

证 明 : 当 一 条 切线 的 斜率 不 存在 时 , 该 切线 
必然 经 过 双 曲 线 实 轴 上 的 顶点 , 这 时 与 之 垂直 的 
男 一 条 切线 不 存在 . 已 知 m、n 是 垂直 切线 , 所 
以 斜率 必然 都 存在 . 设 y = kz 十 1 为 双 曲 线 的 一 


一 kz 十 4， 


y 
条 切线 , 则 由 1 z2 w2 得 


于 为 双 夫 线 志 二 的 仙 率 , 故 ]A| > ,所 
2 
以 尼 > 与 ,所 以 访 一 每 天 0 
出 o 中 入 = 人 得 二 a2k? 一 六 ,所 以 1 = 
土 Va2k2 一 B23, 所 以 两 垂直 的 切线 为 
"iY 


以 二 二 Vo 一 囊 可 变形 为 


(0 — kx)? = a2 hk? 一 bP 四 
1 a2 
二 一 .2 ET >、 
ny 一 一? 本/ 知 一 六 可 变形 为 
(yk + 2)? 一 Q2 — b2R ee @ 


回 十 @ 得 人 十 = 二 2 一 避 , 所 以 点 书 的 轨 
迹 方 程 为 2 十 六 二 2 一 b. 

其 实 ，“ 编 "并 不 难 , 只 要 我 们 有 一 双 善 于 发 
现 问题 的 眼睛 和 一 颗 追 求 真理 的 心 , 我 们 就 一 定 
可 以 编 出 课本 上 没有 的 题 , 编 出 课本 上 学 不 到 的 
性 质 ; 就 可 以 编 出 学 生 的 求知 欲 和 进取 心 , 编 出 
精彩 的 课堂 ! 


6-10 数学 教学 


2012 年 第 6 期 


编制 初中 数学 原创 题 的 几 点 反思 
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一 个 生活 场景 或 一 个 好 创意 都 可 能 产生 一 
道 经 典 的 数学 试题 . 数学 试题 应 当 有 生活 昧 , 它 
不 能 脱离 现实 生活 , 给 学 生 一 个 假 . 大 . 空 的 感 
党 .同时 , 试题 也 应 符合 数学 的 特点 , 探索 题 应 
当 具 有 探索 的 价值 , 太 难 或 太 易 都 会 使 得 试题 失 
去 数学 味 或 考查 的 价值 . 概率 试题 应 当 符合 概率 
事件 本 身 的 特点 , 不 能 违背 概率 的 这 些 特 点 , 否 
则 会 成 为 错 题 ， 下 面 是 笔者 在 编制 试题 时 的 一 
些 反思 . 

反思 之 一 : 命 制 的 试题 应 有 生活 味 

数学 来 源 于 生活 , 又 服务 于 生活 . 将 数学 试 
题 与 现实 生活 紧密 相 联 , 让 试题 具有 生活 味 , 可 
以 让 学 生 感 觉 到 数学 就 在 我 们 身边 , 就 在 我 们 的 
日 常生 活 中 .与 现实 生活 相关 联 的 试题 不 仅 可 
以 是 应 用 题 , 同样 可 以 是 统计 题 、 概 率 题 ,几何 题 
等 . 千 万 不 能 为 了 编 题 而 脱离 生活 实际 , 远离 学 
生 的 生活 , 给 学 生 一 种 虚无 冯 纵 、 空洞 的 感觉 . 

例 1 为 提高 棉花 的 产量 , 棉农 要 采用 间苗 
的 方法 . 在 未 采用 间苗 技术 以 前 , 每 亩 地 可 种 植 
棉 株 2 万 棵 , 每 棵 棉 株 可 产 棉 桃 30 个 , 若 采用 间 
苗 技 术 , 平均 每 拔除 1000 标 棉 株 , 可 使 每 棵 棉 株 
平均 增加 5 个 棉 桃 . 

(1) 要 想 每 亩 总 产量 达到 800 万 个 禄 桃 , 则 需 
要 拔除 多 少 棵 棉 株 ? 

(2) 当 找 除 多 少 裸 棉 株 时 , 棉花 的 产量 最 高 ? 

学 生 在 学 习 的 过 程 中 , 已 经 见 过 太 多 的 “ 降 
价 、 销 量 增 加 ”或 “ 涨 价 .销量 减少 ?这 一 类 的 习题 ， 
他 们 的 头脑 中 已 经 形成 了 用 固定 的 模式 来 思考 
问题 , 解决 问题 , 用 这 种 固定 套路 解答 的 试题 并 
不 能 真正 考查 学 生 的 建 模 能 力 , 基于 这 样 的 考虑 ， 
就 改换 了 一 种 问题 背景 , 命 制 出 了 例 1， 但 这 道 
题 在 出 炉 后 , 考虑 再 三 , 还 是 认为 这 道 题 并 不 合 
适 , 它 不 仅 是 城市 学 生 非 常 陌生 的 生活 场景 , 同 
时 也 是 现在 的 农村 学 生 同 样 不 邹 悉 的 场景 , 并 且 


题 中 所 有 的 数据 均 是 人 为 编造 , 是 闭门造车 的 产 
物 . 它 仅仅 是 为 了 编 古 而 编 题 , 远离 了 现实 生活 ， 
缺少 生活 昧 . 

例 2 某 单位 在 一 次 评选 中 , 要 从 6 名 候选 
人 中 选 出 三 名 先进 个 人 , 并 进行 排序 , 单位 负责 
人 采用 了 一 种 快捷 的 统计 方法 : 本 单位 职工 每 人 
限 投 一 票 , 票 上 所 选 人 数 不 限 , 但 必须 按 顺 序 排 
位 . 统计 时 , 按 每 位 候选 人 的 得 票数 与 得 票 分 数 
分 别 进行 排序 , 得 票 分 数 的 统计 方法 是 : 每 张 选 
票 上 的 名 次 即 为 该 候选 人 所 得 的 分 数 , 如 : 第 一 
名 得 1 分 , 第 二 名 得 2 分 , 其 余 依 此 类 推 , 落选 者 
不 得 分 , 最 后 统计 结果 的 得 票 分 数 按 从 低 到 高 取 
前 三 名 , 即 得 分 最 低 者 第 一 名 , 得 分 次 低 者 第 二 
名 , 得 分 最 高 者 最 后 一 名 . 

(1) 统计 结果 显示 , 得 票数 第 二 名 的 候选 人 
按 得 票 分 数 排 位 为 第 六 名 , 差异 太 大 , 单位 负责 
人 大 惑 不 解 : 这 到 底 是 怎么 回 事 ? 请 你 帮助 他 分 
析 一 下 : 按 得 票数 排序 与 按 得 票 分 数 排序 为 什么 
会 有 一 个 矛盾 的 结果 呢 ? 

(2) 这 种 统计 方法 是 否 合理 ? 如 果 不 合理 , 请 
你 改进 统计 方法 , 使 它 更 趋 于 合理 . 

这 是 笔者 杀身 经 历 的 一 件 事 , 由 于 当时 的 负 
责 人 不 复 统 计 而 导致 她 用 一 种 错误 的 统计 方法 
统计 出 了 一 个 错误 的 结果 . 笔者 将 这 件 源 于 生活 
的 真实 事例 编 成 了 一 道统 计 题 , 题 中 没有 一 名 候 
选 人 的 数据 出 现 , 有 的 只 是 统计 方法 的 描述 , 它 
仅 要 求学 生 找 出 出 现 矛 盾 的 两 种 结果 的 原因 , 并 
改进 统计 方法 , 它 不 是 考查 学 生 对 统计 数据 的 处 
理 能 力 , 而 是 考查 学 生 对 统计 方法 的 理解 程度 . 
只 要 学 生 真 正 理 解 了 统计 的 涵义 , 解答 此 题 就 变 
得 非常 简单 .让 学 生 在 将 来 的 工作 中 学 会 用 正 
确 的 统计 方法 进行 统计 也 是 我 们 数学 教师 的 责 
任 . 

命 制 的 试题 的 背景 应 当 来 自 于 学 生 所 能 理 
解 的 生活 现实 , 能 够 在 当今 学 生 的 实际 生活 中 找 
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到 原型 , 避免 在 试题 的 背景 或 解答 中 出 现 与 生活 
经 验 或 其 他 科学 原理 相悖 的 情形 是 . 

反思 之 二 : 命 制 的 试题 应 有 数学 味 

《数学 课程 标准 》 在 总 体 目 标 中 要 求 “ 通 过 义 
务 教 育 阶段 的 数学 学 习 , 学 生 能 够 初步 学 会 运用 
数学 的 思维 方式 去 观察 ,分 析 现 实 社 会 , 去 解决 
日 常生 活 中 和 其 他 学 科学 习 中 的 问题 , 增强 应 用 
数学 的 意识 ”四 |. 

由 这 段 文字 可 知 , 数学 教学 的 核心 是 “思维 ?”. 
因此 编制 的 数学 试题 应 体现 数学 的 抽象 性 、 推理 
性 、 探 索性 .问题 性 及 数学 请 言 表 达 等 特点 , 要 达 
到 能 让 学 生 主动 思考 的 目的 , 能 考查 到 学 生 的 总 
结 概括 、 归纳 推理 能 力 , 也 就 是 要 求 试题 应 有 数 
学 昧 . 

例 3 某 课外 学 习 小 组 在 一 次 学 习 研 讨 中 ， 
得 到 了 如 下 两 个 命题 : 

@ 如 图 1, 对 角 线 互相 生 直 的 平行 四 边 形 的 
面积 等 于 两 条 对 角 线 长 的 乘积 的 一 半 ; 


及 D 


0 B C 
1 图 2 
Q@ 如 图 2, 对 角 线 互相 垂直 的 梯形 的 面积 等 
于 两 条 对 角 线 长 的 乘积 的 一 半 . 
然后 , 他 们 运用 类 比 的 思想 提出 了 如 下 命题 : 
如 图 3, 对 角 线 互相 垂直 的 任意 四 边 形 的 


面积 等 于 两 条 对 角 线 长 的 乘积 的 一 半 . 


A 


3 

任务 要 求 : (1) 证 明 命 题 @; 

(2) 命题 @ 成 立 吗 ? 如 果 成 立 , 请 证 明 , 如 
果 不 成 立 , 请 说 明理 由 . 

这 道 题 在 出 炉 以 后 , 从 表面 看 , 很 有 点 课题 
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学 习 的 “架势 ". 但 仔细 品味 该 题 的 答案 发 现 , 三 
个 命 古 的 证 明 方 法 与 证 明 过 程 如 出 一 斩 , 没有 从 
易 到 难 、 层 层 递 进 , 给 人 一 种 向 纵深 发 展 的 感觉 ， 
缺乏 探索 的 价值 , 少 了 点 数学 味 , 因此 , 只 能 把 此 
题 束 之 高 阁 . 

例 4 多 多 带 着 一 只 小 狗 以 3 米 / 秒 的 速度 
在 跑步 , 发 现 前 方 33 米 处 有 一 根 骨 头 , 小 狗 以 6 
米 / 秒 的 速度 冲 上 前 去 , 多 多 继续 以 原 速 度 前 进 ， 
小 狗 到 达 了 目的 地 后 , 花 了 1 秒 钟 的 时 间 呆 到 骨 
头 , 然后 迅速 掉头 , 仍 以 6 米 / 秒 的 速度 回 到 多 多 
身边 . 求 小 狗 从 离开 多 多 到 与 多 多 重新 会 合 , 花 
了 多 长 时 间 ? 

这 是 学 生 非 常熟 悉 的 生活 场景 , 有 很 强 的 趣 
味 性 和 很 浓 的 生活 味 ， 很 多 学 生根 据 自己 的 理 
解 列 出 的 方程 是 6(t 一 1) 十 3t = 33. 但 仔细 思索 
之 余 , 我 们 发 现 , 要 想 解 决 好 这 道 题 , 需要 借助 图 
解法 , 才能 较 好 地 将 这 一 实际 问题 转化 为 数学 模 
型 , 才能 正确 地 列 出 方程 6(t 一 1) 十 3 一 33x2， 
此 题 既 有 很 浓 的 数学 味 , 又 考查 了 学 生 的 建 模 能 
力 . 

一 道 数 学 试题 , 总 要 有 一 两 个 能 引起 学 生 思 
考 的 、 有 价值 的 数学 问题 , 才能 有 效 地 引导 学 生 
学 习 数 学 . 我 们 不 能 为 了 突出 数学 的 生活 味 而 
忽视 了 试题 的 数学 味 , 试题 的 生活 味 是 辅 , 数学 


昧 是 主 ， 


反思 之 三 : 命 制 的 概率 题 应 符合 概率 事件 的 

随 着 社会 的 不 断 发 展 , 概率 的 思想 方法 也 越 
来 越 重要 , 让 学 生 了 解 随机 现象 有 助 于 他 们 形成 
科学 的 世界 观 和 方法 论 外 . 概率 事件 的 一 个 显著 
特点 是 随机 性 , 另 一 方面 , 中 学 阶段 学 习 的 是 古 
典 概率 , 特点 是 基本 事件 具有 等 可 能 性 . 如 果 不 
注意 到 概率 事件 的 这 些 特 点 , 在 编制 试题 时 就 有 
可 能 出 现 丝 漏 , 甚至 是 错 题 . 

例 5 某 电视 台 为 了 与 观众 互动 , 设计 了 一 
个 如 图 4 所 示 的 游戏 框 , 标 有 字母 的 部 分 是 小 球 
的 可 能 入 口 , 图 中 “TI" 字 为 小 球 挡 板 , 以 保证 小 球 
只 能 从 入 口 处 下 落 , 如 果 观 众 从 适当 远 的 地 方 随 
机 将 小 球 投向 这 个 游戏 框 , 试 画 出 树 状 图 说 明 : 
小 球 最 终 落 在 最 下 面 的 四 个 区 域 的 概率 是 不 是 
相同 ? 如 果 不 是 , 请 说 明 落 在 哪个 区 域 的 概率 最 
大 ? 落 在 哪个 区 域 的 概率 最 小 ? 概率 分 别 是 多 
少 ? 
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图 4 


这 是 根据 当时 某 个 电视 台 热 点 播 出 的 游戏 
进行 编制 的 一 道 题 . 在 这 道 题 出 炉 以 后 , 笔者 的 
自我 感觉 民 好 , 认为 这 道 题 新 颖 有 趣 , 符合 生活 
现实 , 观众 从 适当 远 的 地 方 投掷 小 球 也 具有 随机 
性 , 并 且 也 通过 了 编辑 的 审查 . 但 在 用 这 道 题 考 
查 学 生 时 , 有 一 位 老师 发 现 了 问题 , 认为 该 题 有 
错 . 信息 及 馈 到 笔者 处 , 经 过 仔细 分 析 发 现 , 观 
众 从 适当 远 的 地 方 投掷 小 球 都 是 尽 可 能 投向 中 
间 , 不 具有 随机 性 . 即使 改 为 观众 是 蒙 着 眼睛 投 
撕 , 使 得 事件 具有 随机 性 , 但 小 球 从 4、B、C、D 
四 处 落下 的 可 能 性 也 不 相等 .因为 4、B、C、D 
四 个 空缺 处 的 距离 相等 , 如 果 小 球 直接 扔 到 这 个 
缺口 , 其 可 能 性 相同 , 但 如 果 扔 到 “T" 字 挡 板 上 ， 
则 从 4、 忆 处 落下 分 别 只 有 一 种 可 能 , 而 小 球 从 
呈 .C 处 落下 就 分 别 有 两 种 可 能 , 也 就 是 从 A、B、 
C` 忆 四 个 至 缺 处 落下 的 可 能 性 不 相等 . 因此 , 此 
题 失 去 了 考查 学 生 的 意义 . 

例 6 小 敏 到 超市 买 了 两 种 蔬 荣 , 这 两 种 蔬 
菜 应 付 的 价钱 分 别 是 11.23 元 和 5.64 元 , 而 超市 
的 规定 是 “五 舍 六 入 ”, 即 价钱 的 最 后 一 位 数 “ 分 ” 
按 " 五 舍 六 入 ”计价 到 角 , 如 果 把 这 两 种 菜 分 别 计 
价 , 则 小 敏 应 付 16.8 元 , 对 小 敏 有 利 ， 如 果 把 这 
两 种 菜 合 在 一 起 计价 , 则 小 敏 应 付 16.9 元 , 对 小 
敏 不 利 。 由 此 , 小 敏 产生 一 个 疑问 , 对 于 顾客 而 
言 , 以 顾客 买 两 种 荣 为 例 , 哪 一 种 计价 方式 更 有 
利 ( 即 顾客 少 付 钱 ) 呢 ? 

(1) 分 别 计价 时 , 与 原价 相 比 , 顾客 能 够 少 付 
钱 的 概率 是 多 少 ? 

(2) 合 计 计价 时 , 与 原价 相 比 , 顾客 能 够 少 付 
钱 的 概率 是 多 少 ? 试 列 出 表格 或 画 出 树 状 图 说 
有 明 ， 

这 是 一 道 与 我 们 的 日 常生 活 息息相关 的 试 
题 , 由 于 所 购买 的 蔬菜 价格 的 "分 "位 到 底 是 几 ， 
这 是 买 蔬菜 前 无 法 预计 的 “分 "位 上 的 数字 是 随 
机 出 现 的 , 因此 这 个 事件 是 随机 事件 .“ 分 "位 上 
可 能 出 现 的 十 个 数字 的 可 能 性 是 相等 的 , 因此 ， 
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这 个 概率 事件 符合 命题 的 要 求 . 通过 列表 或 画 树 
状 图 可 求 出 分 别 计价 与 合计 计价 时 , 顾客 能 少 付 
钱 的 概率 均 为 0.5, 两 种 计价 方式 均 同样 有 利 . 

编制 的 概率 试题 要 着 眼 于 对 学 生 的 概率 思 
想 的 考查 , 关注 对 学 生 能 力 的 培养 和 概率 思想 的 
渗透 , 所 选取 的 素材 应 当 是 初中 学 生 所 部 悉 的 生 
活 场景 , 应 能 被 他 们 所 理解 , 同时 编制 的 概率 试 
题 也 应 该 符合 概率 事件 本 身 的 特点 , 才能 使 试题 
有 较 好 的 效 度 

反思 之 四 : 命 制 的 试题 应 关注 考查 的 有 效 性 

由 于 课程 标准 对 平面 几何 作 了 较 大 的 调整 ， 
作为 中 考 中 传统 难点 的 几何 推理 论证 已 被 大 大 
削弱 , 取而代之 的 是 观察 与 比较 ,操作 与 解释 等 
新 颖 的 几何 考题 . 这 类 考题 是 通过 动手 操作 、 图 
形 的 旋转 、 翻 折 运 动 及 文字 语言 .符号 语言 .图形 
语言 的 转换 等 , 引导 我 们 切切 实 实 让 学 生体 验 学 
习 的 过 程 , 重视 知识 的 发 生 过 程 , 而 不 是 死记 硬 
背 .四 因此 编制 的 这 类 几何 探索 题 应 有 助 于 考查 
学 生 的 探究 能 力 , 提高 学 生 的 数学 素养 , 但 编制 
的 试题 一 定 要 循序 渐进 .有 梯度 地 逐渐 增加 难度 ， 
充分 体现 不 同 的 学 生 在 数学 上 得 到 不 同 的 发 展 
这 一 目的 , 不 可 太 难 或 太 易 , 否则 会 使 编制 的 试 
题 失 去 考查 的 有 效 性 . 

例 7 某 课外 学 习 小 组 发 现 了 如 下 结论 : 

(1) 如 图 5, 在 正人 A4BC 中 , D、 巨 分 别 是 边 
4AB、AC 的 中 点 , F、G 分 别 是 BD、EC 的 中 点 ， 
易 证 人 4FG 是 等 边 三 角形 . 车 将 人 ADE 绕 4 
点 顺 时 针 方 向 旋转 到 图 6 的 位 置 , 其 他 条 件 不 变 ， 
判断 A4FG 的 形状 , 并 证 明 . 

及 和 





OC 
图 5 图 6 

(2) 如 图 7, 在 正方 形 4BCD 中 ，、G 分 别 
是 边 4B、AD 的 中 点 , 四 边 形 AEFG 仍 是 正方 
形 , 及 、 MN 分 别 是 已 B、FO, GD 的 中 点 , 易 证 
四 边 形 AHMN 是 正方 形 . 若 将 正方 形 AEBFG 
绕 和 4 点 有 顺 时 针 方 向 旋转 到 图 8 的 位 置 , 其 他 条 件 
不 变 , 判断 四 边 形 AHJMN 的 形状 , 并 证 明 . 
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图 了 图 8 

命 制 这 道 题 的 本 意 是 让 学 生 在 解 题 的 过 程 
中 领会 类 比 思想 的 妙用 , 在 类 似 的 条 件 下 , 不 仅 
结论 可 以 类 比 得 到 , 而 且 证 明 过 程 也 可 以 类 比 得 
到 . 在 解 题 时 , 第 (1) 小 题 的 结论 很 快 得 到 了 证 
明 , 但 第 (2) 小 题 的 证 明 却 卡 壳 了 : 第 (1) 小 题 可 
以 证 明和 人 4DB9 人 AEC, 然后 用 全 等 三 角形 对 
应 边 的 中 线 相等 得 到 4F = AG, 并 且 能 证 明 到 
ZFAG = 60°, 于 是 人 A4FG 是 等 边 三 角形 . 但 证 
明 第 (2) 小 题 时 用 类 比 的 方法 只 能 证 明 到 AH = 
AN, LHAN = 90°, 再 也 证 明 不 出 其 他 的 边 与 
4A 互相 等 . 请 求 同 事 帮 助 也 没有 下 文 , 通过 几何 
画板 验证 此 结论 是 正确 的 , 利用 解析 几何 的 方法 
证 明 也 是 正确 的 ,但 用 初中 几何 的 方法 无 法 证 明 . 
于 是 , 笔者 试 着 向 学 生发 出 英雄 贴 , 终于 在 第 三 
天 , 一 名 女 同 学 在 她 父亲 的 帮助 下 一 共 添 加 了 5 
条 辅助 线 才 解决 了 这 一 难题 ， 笔 者 在 大 力 表扬 
这 名 同学 以 后 选择 了 放弃 这 道 题 , 因为 这 道 题 太 
难 , 连 老师 在 长 时 间 内 都 无 法 解决 的 试题 , 更 违 
论 学 生 在 区 区 两 个 小 时 内 解决 . 一 套 试卷 的 优 劣 
不 是 看 它 考 倒 了 多 少 学 生 , 而 应 该 是 在 有 一 定 的 
区 分 度 的 基础 上 , 让 学 生 对 数学 学 习 充 满 了 信心 
和 战胜 它 的 勇气 . 因此 笔者 将 这 道 题 重新 编制 ， 
变 成 了 以 下 例题 : 

例 8 如 图 9, 在 A4BC 中 ，D、 轧 分别 是 
AB、AC 的 中 点 , Ff、G 分 别 是 DB、EC 的 中 点 ， 

及 A 





D E 
F G 
B C 

图 9 图 10 


(1) 易 证 人 AAFGco 八 ABC, 其 相似 比 为 。 ; 
(2) 若 4B = 4C, 将 人 4ADE 绕 和 A 点 逆 时 针 
方向 旋转 到 如 图 10 的 位 置 , 判断 人 4FG 的 形状 ， 
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并 证 明 ; 

(3) 若 4B 关 4C, 将 AADE 绕 和 点 逆 时 针 
方向 旋转 到 如 图 11 的 位 置 , 和 AFG 与 人 ABC 有 
什么 关系 ? 请 说 明理 由 . 





图 11 


(4) 在 (3) 的 条 件 下 , 知 旋 转角 为 90", 试探 究 
A4FG 与 A4BC 之 间 存 在 什么 数量 关系 ? 画 
出 图 形 , 写 出 探究 过 程 . 

经 过 改编 后 的 试题 呈现 了 从 易 到 难 的 梯度 ， 
在 解答 第 (2) 小 题 到 第 (3) 小 题 时 尽管 结论 不 能 
类 比 得 出 , 但 证 明 过 程 可 以 采用 类 比方 法 , 第 (2) 
小 题 可 证 明和 信 ABD 旦 人 ACE. 第 (3) 小 题 可 以 
类 比 证 明 人 4BDoo 人 ACE， 从 而 得 出 人 - 


人 4， 且 夹 角 相等 ， 比 较 容 易 得 出 AFG 


A4BC, 第 (4) 小 题 则 着 重 考 查 了 学 生 的 猜想 、 
探究 .逻辑 推理 .计算 能 力 以 及 数 形 结合 的 思想 . 
在 这 一 题 中 有 简单 问题 , 有 中 等 难度 的 问题 , 也 
有 考查 学 生 数 学 思想 、 数 学 能 力 的 较 难 问题 , 但 
又 不 是 让 绝 大 多 数学 生 望 而 生 蝴 的 难题 ,体现 
了 “人 人 在 数学 上 得 到 不 同 的 发 展 " 的 理念 . 

编 般 的 数学 探究 题 应 当 能 有 效 地 考查 学 生 
数学 能 力 与 数学 素养 , 不 能 太 难 , 否则 学 生 望 尘 
莫 及 ; 太 容 易 , 学 生 不 需要 动脑 筋 就 能 解决 , 也 
起 不 到 培养 思维 能 力 的 作用 . 所 命 制 的 习题 应 
该 具有 层次 性 , 不 同学 习 能 力 程度 的 学 生 , 都 能 
够 动手 , 以 调动 全 体 学 生 的 学 习 积 极 性 ， 

参考 文献 

[1 教育 部 考试 制度 改革 项 目 组 .中考 命题 

§ 导 [M]. 南京 : 江苏 教育 出 版 社 ，2005. 
[2] 国家 教育 部 . 数学 课程 标准 [M]. 北京 : 北 


. 京师 范 大 学 出 版 社 ，2001. 


. [3 数学 课程 标准 研制 组 .数学 课程 标准 解 
读 [M]. 北京 : 北京 师范 大 学 出 版 社 , 2002. 
[多 华夏 索 质 教育 研究 所 2006 年 全 国 中 考 
数学 评价 报告 [IM]. 上 海 : 华东 师范 大 学 出 版 社 ， 
2007. 


6-14 数学 教学 


2012 年 第 6 期 


道 痛 景 显赫 的 平面 几何 题 
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题 : 在 直角 人 A4BC 的 斜 边 4B 上 向 形 外 作 
正方 形 4BDE, 设 L40E = a LECD = 0 
《<DCB == YY( 如 图 1), 证 明 : cos BB = cos a cos7Y. 





笔者 首先 想 到 利用 三 个 角 的 关系 a 十 十 
一 把 cosB = 二 Cos Q cos 7 了 转化 为 sin(a 十 了 ) = 

cos Qcosy = 二 Sin Q Cos 7Y 十 cos QsinY, 再 转化 为 
tan a + tan”y = 二 1, 进而 构造 直角 三 角形 . 

证 明 : 如 图 2, 作 DM 1 CB 于 点 MM, EN 上 
CA 于 点 NN. 

易 证 AEANAABCSA 人 BDM, 

有 AN = BC = DM,NE = C€@= BM, 
CN=CM. 

而 cos B= cos a cosy tan otan y= 1, 

E CA 


tana++ tany = ON + GN 二 CT 十 
AN 


GN = 1, 即 得 证 . 

者 把 另 一 个 角 补 充 完 整 , 居然 挖掘 出 该 题 的 
显赫 背景 一 数学 中 的 绝对 大 有 牌 明星 一 弦 图 (图 
3). 到 此 , 自然 想到 若 把 题 中 “向 形 外 作 正 方形 
A4BDE" 改 为 “向 形 内 作 正 方形 A4BDE”, cos 6B 
一 cos Qcos 还 会 成 立 吗 ? 试 试看 , 如 图 4, 在 直 
角 人 入 4BC 的 斜 边 4B 上 向 形 肉 作 正 方形 ABDE， 
设 AGE=—o, LECD=8, LDCB=Y. 根据 CQ 十 
pH 了 知 这 三 个 角 中 至 少 有 一 个 不 小 于 忆 ;所 
以 猜想 应 该 有 cos 8 一 一 一 cos Q cos 小 - 


于 点 P, CN 4 BP 于 点 N. 易 证 CNPM 为 正 





形 , 且 NE = DP, 如 图 85. 

因为 cos 6 = cos (于 一 -7) 

一 一 Sin(a 十 了 ) 

所 以 cos 有 = 一 cos wa cos7 < 一 sin(a+7Y)= 
COS Q C0S 7 了 < 一 tana 十 tan7y = 1, 


而 tana+tan7= ~tan ZECN + DM - 
NE ,DM _ DMNE _ | 即 得 证 
“ON CR 一 CN 全 由 
E D 


图 5 

把 上 述 两 题 合 二 为 一 : 以 直角 A4BC 的 斜 
边 4B 为 边 长 作 正 方形 4BDE, 设 LACE = 
ZECD = 6,ZDCB = 7Y, 证 明 : cos QcosY 一 
士 cos pb. 

或 者 : 以 非 等 压 直 角 A4BC 的 斜 边 4 妃 为 边 
长 作 正 方形 ABDE, 设 4CE = a, 人 LDCB = 
7Y, 证 明 : tana 十 tan”Yy = 1. 

(下 转 封 底 ) 
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与 其 说 数学 教师 教学 生 学 习 数 学 , 不 如 说 数 
学 教师 引领 学 生 一 同 走 进 数学 殿 癌 来 欣赏 数学 
更 为 合适 . 笔者 曾 有 寿 做 过 题 为 《 数 缺 形 时 少 直 
党 , 形 少数 时 难 入 微 》 的 高 三 数学 教学 展示 , 在 
教学 中 对 课本 的 两 道 经 典 例题 做 了 深入 人 研究 和 
联想 . 为 了 呼唤 更 多 的 教师 与 学 生 走 出 题 海 , 回 
归 课 本 , 下 文 重新 梳理 本 次 教学 与 读者 分 享 . 

一 、 对 课本 例题 的 思想 方法 研究 

上 教 版 高 一 数学 课本 (第 一 学 期 ) 有 这 样 一 
道 例题 : 已 知 ad 了 bc, 求证 : (o 十 巡 )(c 十 力 ) > 
(ac 十 bd)? (为 了 研究 方便 , 摘录 课本 的 分 析 法 证 
明 如 下 ). 

证 明 : 要 证 明 (a2 十 好 )(c2 十 吧 ) > (ac 十 bd)2， 
就 是 要 证 明 a2c2 二 a2d2 十 bp2c2 十 82d2 > a2c2 十 
+2abcd 十 022 ， 

由 不 等 式 的 性 质 可 知 , 要 证 明 上 式 , 只 需 证 
明 a2d? 一 2abed 十 82c2 > 0, 即 只 需 证 明 (ad 一 
be)* > 0. 

因为 ad 尖 pc, 所 以 不 等 式 (ad 一 bc)* > 0 成 
立 , 且 以 上 省 步 均 可 道 ， 

所 以 (a2 十 刀 )(c2 二 02) > (ac 十 bg 成立. 

经 过 研究, 课本 提供 的 分 析 法 比较 容易 接受 ， 
但 本 题 是 否 还 有 让 人 眼前 一 亮 的 方法 呢 ? 经 过 尝 
试 , 发 现 本 例 是 一 道 突出 数学 思想 、 丰富 数 学 内 
涵 的 典型 例题 . 

(1) 作 差 比较 

证 明 : (ce2 十 2)(c2 十 02) 一 (ac 二 bd)2 = a2d2 十 
2c2 一 2abcd = (ad — bc), 

因为 ad 关 be, 所 以 (ad 一 bc)? > 0, 故 (ao 十 
p2)(e? + d2) > (ac + ba)?. 

(2) 作 商 比较 

证 明 : lac + bq| 
Va: 十 到 Vc2 十 吧 


|ac| + |5al 
Va2 十 82wWcz 十 C2 


< 


6 一 75 
加 |ac| 上 ledl 
VE TRVETR VairhVir 
2 2 2 
加 a& ~ _c b a 
Veoe2+b2 e+a2 a2+b2 c2+d2 


1 Q2 c2 

2 (1 Fi) 
+1 人 BE -1 

2\02+b e+ : 


由 ad 关 bc, 只 有 当 ad 十 bc = 0 时 ， 
& c b a: 
lactbdl lac+lbdl 
a2+b2Vetd  Va2 十 好 Vc2 td? 
等 号 不 能 成 立 ， 
故 (a2 十 bj)(e? 十 2) > (ac + bad)?. 
(3) 借 助 判别 式 
证 明 : 因为 ad 关 bec, 所 以 构造 函数 f(x) = 
(ax 一 cj 十 (bz 一 qd)?, 对 任意 ze RR 都 有 f(x) > 
0 恒 成 立 , 即 (a? 十 b2)x2 一 2(ac 十 bd)z 十 c2 十 
d” > 0 恒 成 立 . 
又 a?2 + 02 > 0 得 判别 式 A = 4(ac 十 6d)? 一 
4(a2 十 22)(c2 + ad*) < 0， 
故 (@2 十)(@2? 十 d2) > (ac + bd)’. 


(4) 构造 复 数 的 模 
证 明 : 设立 二 a+bi,z2 = 二 c+dila.b.c.de 
RB ad Abo), 


于 是 |z1|?2 = a? + 62, |z2|? = cz 十 d2， 

而 Zz1 :Zo = (ac+ bd) + (be— ad)i, Zz1:z2 = 
(ac 十 Do) — (be — ad)i, 

由 |z1|?:|z2|? = z1:Z1:z2:2Z2 = (ac+bd)?+ 
(ad — be)? > (ac + bd)?, 

所 以 (ao2 十 好 )(c2 + d2) > (ac + bd)?. 

或 者 经 配方 得 (a? 十 12)(c2 十 吧 ) = (ac 十 
bd)? + (ad — be)? > (ac + bd)?. 

(5) 利用 行列 式 
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( +b )(e 十 cd2) 一 (ac 十 bd)? 
a*+b ac 十 bd 
























































ac+bd e+a? 
a2+b ac a2 十 2 bd 
ac+bd © ac 十 5Q a 
加 a2 ac 上 b> ac a2 bd bp bd 
lac © bd cz ac ad? bd d? 
b2 ac J. a2 ba 
~ |bd © ac dad? 

b a 

= (bec 一 QQ 

(bc — ad) | 
= (bc — ad)? > 0， 


故 (a? 十 Bb)(e2 + d2) > (ac + bd)?. 

一 个 数学 结论 既 有 常规 方法 , 又 有 比较 独到 
的 方法 , 并 且 与 数学 很 多 分 支 有 着 密切 联系 , 那 
么 这 个 结论 肯定 具有 代表 性 . 数学 课本 的 例题 
体现 的 载体 简单 , 饱含 的 方法 经 典 , 反映 的 思想 
深刻 . 

二 、 对 课本 例题 的 数学 背景 联想 

无 独 有 偶 , 上 教 版 高 一 数学 课本 (第 一 学 期 ) 
还 有 这 样 一 道 例题 : 已 知 a、b € R, 求证 : 2(a2 十 
忆 ) > (a 十 0)?, 本 题 正 是 上 述 例 题 当 c = d 时 的 
特例 , 两 例题 没有 本 质 的 区 别 , 都 是 柯 西 不 等 式 
的 二 维 形式 . 笔者 发 现 , 适当 对 其 展开 联想 , 既 可 
以 领悟 重要 的 数学 思想 方法 , 又 可 以 领悟 课本 编 
制 该 例题 的 用 意 , 所 以 本 例题 是 强化 基础 概念 、 
重 现 基本 公式 的 极 好 素材 . 

显然 a2 十 刀 > 2ab > 2(a2 十 好 )  (a 十 
b)?, 结合 课本 例题 , 以 三 角 、 向量. 几何 .代数 恒 
等 式 、 复 数 、 函 数 等 为 背景 展开 如 下 联想 . 

(1) 三 角 比 定义 

联想 到 “任意 角 的 三 角 比 定义 ”, 设 M(a, 25) 
是 角 Q 的 终 边 上 一 点 , 即 1OP| = wa2 十 刀 , 于 是 


Cos 已 一 sin c 一 


CE VT 稚 其 玉江 
为 + | 一 | cos wa 十 sin a| < < 


V2, 故 (a 填 b)? < 2(a2 十 22). 

(2) 三 角 函 数 的 振幅 

由 asinz 十 bcosz 一 va2 十 好 sin(z 十 o) 联 
想到 不 等 式 |asinz 十 bcosz| < VG 十 可 对 任 
意 z e RR 都 成 立 . 于 是 当 z 二 时 不 等 式 


[esin = 二 cos 了 |< YaQa2 十 D2 
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V2 V2 区 V2 十 如 成 立 , 故 


恒 成 立 , 即 Tat 
(a +b)? < 2(@ + 好)， 

(3) 复 数 的 模 

设 2 = 二 4 二 人 i,z2 二 5b 十 ai(a.b ce R), 即 
1+z2 = (a+b)(L+i), al = jzz| = Va2 十 她 . 

由 | 入 十 z2| < |zir| 十 |z2| 得 V2la 十 b| < 
2Va2 十 好 = (0+0)? 和 2(a2 十 0b). 

(4) 向 量 的 坐标 

设 移 = (ao 外, 殉 = (2a), 同 理 | 有 殉 十 天 | 
甩 | 殉 | 十 | 殉 | 得 V2la 十 引 乏 2Vaz 十 到 即 (e 十 
b)? < 2(a2 + b2). 


(5) 向 量 的 数量 积 
设 殉 = (oo 中, 如 = (1,1), 于 是 | 元 | = 


Va2 十 好 ,| 到 | = V2, 胸 
| < | 静 | 到 | 所 以 le 十 十 
(a + b)? < 2(a2 十 22)， 

(6) 点 到 直线 的 距离 

十 

观察 -75 证 的 结构 , 联想 点 到 直线 的 距 
离 公式 , 点 4(1,1) 到 直线 1 : az 十 如 = 0 的 距离 
为 4 = -2 < |O4| = V5 (其 中 0 为 从 村 
原点 )， 位 43 3 + | < 2Vai+bi, Bh(a+b)? < 
2(@? 十 好 ). 

(7) 等 采 三 角形 的 高 

设 后 Pla,5)、@(b,a), (如 图 1) 于 是 |OP| = 

po PO 的 中 点 为 G (9 2 ) 日 


7 = a+t+b. 又 | 忱 : 
< V2va2 十 好 , 即 











2 
‘V2. 又 OG 上 PQ, 所 以 |OG| < 


IoP), 即 且 二 1 .V2 < Va2 十 02， 故 (c 十 及 2 << 
2(02 + 好 ). 








图 1 


(8) 方 程 组 有 解 
设 a 十 0 二 c, Vo? 十 如 二 7, 即 关 于 a、b 的 
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a++b=c 、 . 
六 组 BT 有 人 和解, 问题 转化 为 直线 


与 半圆 弧 有 公共 点 得 |c| < V27, 即 |la 十 b| < 
V2Va2 + 罗 , 故 (a 十 b)? < 2(a? ++b). 

(9) 两边 之 和 大 于 第 三 边 

如 图 2, 构造 等 腰 直 角 人 4BC, 其 中 人 4CB 
= 90°,|AE| = |BF| = a,|EC| = |FC| = %, 
a、b e Rt+, 于 是 |4B| = V2(a + 5b),|PA| = 
IPB| = VE TD 由 |PA| 十 1PB| > |4B| 得 
2Va? 十 22 > V2(a+b). 





A E C 
(10) 梯形 的 中 位 线 
设 梯形 4BCD, A4DJ/BC, 4D = a,BC = 
b, 其 中 0 < a < b, 于 是 梯形 的 中 位 线 F 的 长 
为 十”, 此 时 梯形 4EFD 的 面积 显然 小 于 梯形 
BEFC 的 面积 如 图 3, 作 MN/EF 且 MN 使 


梯形 AMND 的 面积 等 于 梯形 BMNC 的 面积 ， 
所 以 MN > EF. 设 MN = c, 两 梯形 AMND 


与 BMNO 的 高 分 别 为 ho、 hz, 于 是 3(@ 二 Oh 
= 50 十 oj 又 = oo, 
CE 





tb +b 


所 以 c= 











图 3 


(11) 一 元 不 等 式 
车 5b = 0 时 ， | b| 入 V2VQ2 十 可 显然 成 
立 ; 车 b 关 0 时 , 设 p= 将 二 元 不 等 式 转 化 为 


一 元 不 等 式 芝 十 < 


立 问 题 (下 略 ). 


V22 十 1 在 x & 民 时 恒 成 
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(12) 函数 的 凸 四 性 
设 f(x) = Z 2, 由 通 数 是 四 函数 , 于 是 对 任 
意 cb 都 有 7 ( ?于 ) < 全 诗人 成立, 当 





上 且 仅 当 a = 5 时 取 等 号 . 不 等 式 (3*) < 








a2 +b 2 2 
恒 成 立 , 故 (a 十 中 ? < 2(@? 十 好)， 
(13) 平 均 数 与 方差 
从 统计 学 角度 出 发 ， 由 于 Qa、b 的 平均 数 为 
- 方差 中 一 二 由 一 到 > 0. 又 方差 
+b 





为 一 (3)?, 所 以 2(a2 十 b) 之 (a + 56)2. 

由 数 思 形 , 以 形 示 数 才 是 欣赏 数学 的 最 高 境 
界 , 数学 家 华罗庚 曾经 有 过 摘 述 :“ 数 与 形 , 本 是 相 
倚 依 ， 焉 能 分 作 两 边 飞 ， 数 缺 形 时 少 直 党 , 形 少 
数 时 难 入 微 ” 对 课本 例题 的 数学 背 景 加 以 联想 ， 
其 实 就 是 对 本 例 的 多 种 方法 介绍 . 思维 发 散 中 
同时 感受 到 数学 真 乃 奇妙 无 穷 , 知识 与 知识 间 会 
有 那么 多 联系 , 又 有 那么 多 交汇 , 因此 思维 品质 
是 否 得 到 提升 只 有 杀 历 杂 为 者 自己 知晓 . 

三 、 对 课本 例题 的 文化 渊源 概述 

上 教 版 高 一 数学 课本 (第 一 学 期 ) 出 现 了 这 
样 两 道 练习 题 : 

已 知 x、y € 了 R+, 求证 : V (1 十 x)(l1 十 y) 之 
1 + Viy; 

已 知 a > 0,6 > 0, 求证 : 2(a 十 从 > (VE 十 
Vb)?. 

详尽 研究 不 难 发 现 , 以 上 4 道 题目 没有 本 质 
的 区 别 , 都 是 柯 西 不 等 式 的 特例 , 他 们 的 证 明 方 
法 和 合理 联想 等 都 类 似 . 

柯 西 不 等 式 的 一 般 形式 : 对 任意 ak € R., bk 
ER(k EN*), 总 有 


也 2 了 a 
(EE) < (号 Y (六 
k=1 人 类 一 1 gd k=1 0 . 
成 立 , 其 中 当 且 仅 当 玉 = 二 = 二 … 二 严 时 取 
1 2 ne 
等 号 
柯 西 不 等 式 有 很 多 推广 , 不 仅 适 合 于 ak < 
R, bk € 有, 而 且 在 复数 域 中 也 是 成 立 的 (本 文 从 
略 )， 本文 对 第 3 题 的 证 明 方法 、 对 第 4 题 的 联想 
等 , 如 常规 的 方法 : 作 差 ( 商 ) 比较 法 、 构 造 向 量 的 
数量 积 、 借助 方差 公式 等 都 适合 于 柯 西 不 等 式 的 
一 般 形式 的 证 明 , 甚至 可 以 采用 数学 归纳 法 加 以 
(下 转 第 6-32 页 ) 
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一 类 函数 图 象 对 称 性 的 探究 


200240 ”上海 市 闵行 第 二 中 学 毛 六 肖 


一 .提出 问题 
先 看 下 列 两 首 画 数 厅 个 性 判断 是 
(Wy= Hi; (Wy = 
解答 很 简单 ,应 用 奇偶 性 定义 和 指数 运算 性 
质 即 可 判断 它们 都 是 奇 函 数 . 
各 果 把 第 (1) 是 的 画 数 看 成 指数 函数 7] 
二 27 与 分 式 函 数 g(z) = 2 二 的 复合 ， 即 y = 


g(f (2)), 那么 就 可 以 所 出 许多 问题 , 如 : 指数 了 
数 f(z) 与 分 式 函数 9(z) 的 复合 得 到 函数 y 一 
9(f(z)) 是 否 总 是 奇 函 数 ? 另外 , 函数 的 奇偶 性 
本 质 上 是 研究 函数 图 像 关于 特殊 点 或 特殊 线 的 
对 称 性 , 那么 还 可 以 从 研究 奇偶 性 转化 为 研究 一 
般 的 对 称 性 , 提出 函数 y = g(f(z)) 图 像 是 否 具 
有 对 称 性 等 问题 ， 本 文 就 此 问题 开展 了 一 次 控 
索 之 旅 , 形成 探索 序列 , 过 程 丰富 而 有 趣 , 在 此 和 
同行 分 享 

一 、 探 索 过 程 

探索 1: 指数 函数 j(z) = a*(a > 0,0 #1)， 
分 式 函 数 的 分 子 是 常数 , 分 母 是 一 次 函数 , 形 如 
9(z) = 二 了 (m 关 0), 则 函数 y = g(f(z)) 是 否 
具有 对 称 性 ? 

分 析 : 设 F(z) = g(f(z)) = 


F(—7x) = 0—z > Zz 十 1T， 整理 得 F( 一 x) 一 1 和， 
所 以 有 下 (2) 二 F(z) 二 mm, 可 知 阔 数 了 (7X) 关于 
点 (。 区 ) 中 心 对 称 . 故 有 : 


结论 1 函数 Y = 





tn 


(nm 关 0) 的 图 像 
关于 点 ( 0, 从 ) 中 心 对 称 , 同时 也 就 有 郴 数 y = 
m 7 _ 
az 十 1 2 古奇 少数 
上 述 讨论 中 的 分 式 函 数 g(z).= 二 的 分 
母 常数 项 为 1, 改变 它 的 值 是 否 还 具有 对 称 性 呢 ? 





探索 2: 函数 y = 忆 呈 二 (m 关 0,n 隐 0) 的 
图 像 是 否 具有 对 称 性 ? 
分 析 : 有 了 结论 1 采用 转化 的 思想 解答 设 


f(z) 一 二) 化 为 F(z) = 





Jaz 十 1 
nn 


当 n > 0 时 , F(x) = 
上 完全 和 探索 1 的 类 似 , 只 


ee ?十 二 形式 
只 不 过 相应 位 置 上 的 参 
mm 


数 改 变 了 . 如 果 设 f(z) = 二 T，F(z) 的 图 像 
可 以 由 f(z) 的 图 像 通 过 左 ( 右 ) 平 移 logsn 个 音 
位 得 到 , 所 以 F(z) 的 图 像 仍 然 具 有 对 称 性 , 易 得 


FF(z) 的 图 像 关于 点 (ee。 nm 于) 对 称 


当 n < 0 时 , 淫 数 下 (7x) 的 对 称 性 仍 可 用 转化 
的 方法 加 以 研究 , 此 时 


m 亚 


n 
P(e) -eita ri f(a 


易 证 f(z) 的 对 称 中 心 为 (0, 器) 所 以 Rl) 的 


对 称 中 心 为 (Joga (), 各 


综合 两 种 情形 , 有 : 

结论 2 函数 y 一 一 一 = (m0,n 关 0) 的 
图 像 关于 点 ( logs nb m) 对 称 , 同时 也 有 4 一 
Toe I +n ™ 2 六 是 奇 函 数 ， 

问题 再 一 次 一 般 化 , 也 是 本 文 开 始 谈 到 的 问 
题 : 

探索 3: 已 知 指数 函数 /(z) 二 ar 与 分 式 函 
数 g(z) = 并 十 2 (p.g 都 不 为 0), 则 函数 g(f(z)) 


PTZ+a 
是 否 具 有 对 称 性 ? 





2Z 十 9 
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分 析 : 设 Fle) -1GD) 9 = 总 二。 名 因为 f(o)= 五 二 5 对称 中 心 为 (于 了 


br .ce 2 (=+2) + 一 好 
化 为 go = 一 一 一 一 一 


z+ z+ 
c_ 2 
2 
一 2+2— 卫 .车 令 m 一 5 一 站 ,nn 一 2, 有 
p 4 p pp p 
2 
一 二 一 7 
F(x) = + , 此 函数 由 y 一 元 十 元 向 上 


平移 2 和 如果“ < 0, 则 向 下 平移 ] 个 单位 得 到 | 
所 以 F(Z) 的 图 像 保留 了 对 称 性 , 因此 有 : 
、 pa“ 十 C 
结论 3 阔 数 F(x) = Dar Fa 的 图 像 关 于 
bm _c_ba 

点 (os。 nl, D 十 时 ) 对 称 . 其 中 mm 一 D p2 ? 
n 一 和 ,或 者 说 关于 点 (log, 
对 称 . 





al pst) 中 心 
P| 2209 





需要 说 明 的 是 : 

(| “| = 0 时 , 显然 了 (z) 的 图 像 退化 
为 直线 , 有 可 能 去 掉 一 个 非 定义 域内 的 点 , 此 时 
mm 一 和- = 0, 但 本 结论 也 正确 

(2) 此 类 函数 具有 中 心 对 称 性 , 通过 平移 后 
可 以 得 到 相应 的 奇 函 数 ; 

(3) 实际 应 用 中 , 可 以 不 必 记 这 个 结论 , 理解 
过 程 , 应 用 平移 来 处 理 也 很 有 效 

六 更 好 地 理解 笔者 的 思考 ,举例 如 下 

例 “已 知 函 数 j(z) = 5: 

(1) 车 xz1 十 x2 = 1, 求 f(z1) 十 jzz), 并 研 
究 函 数 了 (z) 有 怎样 的 对 称 性 ; 

(2) 若 函数 y = f(z 十 m) 十 为 奇 函 数 , 求 

n 的 值 ; 


者 mo 人 )+7 (2)+7 (2) 
本 


略 解 : (1) 由 结论 2 知 f(z) 一 5 二 5 的 图 


像 关于 点 (当主 ) 对 称 ， 所 以 有 ma 二 za 一 1， 
f(za) + f(z2) = 





y= f(z+m)+ 和 了 加 之 间 可 以 通过 平移 得 
到 ， 也 就 是 通过 平移 可 以 使 得 画 数 图 像 关于 原点 





对 称 ， 则 m 二 ,n= 一 了 此 时 (= 二) - 
1 

1_ 2 1 

不 一 不 十 1 1, 可 证 它 是 奇 函 数 ( 略 ) 


(3) 因为 on = f(0) + (2) 4 (2) | 
1 (2) tt a A 


他 
nC—1 多 一 人 一 
f (2) 十 (0), 两 式 相 加 有 2an = 3(n+ 1), 故 
= 了 in 十 1). 
三 、 延 促 探 索 
到 此 , 指数 函数 f(x2) = az 与 分 式 函 数 9(z) 
= te(p、 & 都 不 为 0) 复合 得 到 的 函数 9(F(z)) 
具有 中 心 对 称 , 如 果 分 式 函 数 g(Z) 的 分 子 分 母 都 
是 二 次 或 高 次 的 , 还 具有 这 样 的 对 称 性 吗 ? 很 显 
然 问 题 难 度 很 高 , 甚至 严格 说 明 一 个 具体 通 数 不 
是 对 称 图 形 都 很 困难 , 笔者 对 它 的 鲜 究 也 是 初步 ， 


得 到 的 一 些 结论 都 只 是 充分 条 件 . 限于 篇 幅 , 下 


面 只 介绍 结论 , 不 作证 明 . 

设 函 数 六 z) = a”， 

_ pnz" 二 pn-172" :十 … 十 D1% 十 po 

g(7) = Pe, 

QnTn + Aan 1T 十 …: 十 qiZX 十 go 
F(Z) Soh a 
pn(a … 十 Di .ax 十 2Do0 

P20 a a r+ go 

结论 4 阁 对 应 系数 满足 pn-_; = pi, qn-i 二 
Qi 或 pn 一 Di,dn-i 二 i (i = 0,1,.- ,nn), 
则 F(x) 是 偶 函 数 , 图 像 关 于 y 轴 对 称 . 

结论 5 者 对 应 系数 满足 pn-_i = Pi, qn-i = 
Gi 或 pn-i = 一 pi, qn-i = qi (i = 0,1,.…,n), 
则 五 (xz) 是 奇 函 数 , 图 像 关于 原点 中 心 对 称 . 

一 般 的 F(Z) 是 否 有 对 称 性 呢 ? 一 个 反例 : 如 
F(zx) = Ep 可 以 用 反 证 法 证 明 , 假 
设 图 像 关 于 点 (4,8) 中 心 对 称 ， 则 有 F(z) 满足 
F(z+a) +F(a—z) 一 20 可 以 说 明 这 样 的 a、5b 

(下 转 争 6-48 页 ) 
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验证 明 ， 变 式 探 究 


-一 探 二 与 圆锥 曲线 有 关 的 一 类 三 角形 面积 的 最 值 问题 


201600 上 海 市 松江 二 中 张 忠 旺 


在 解析 几何 的 学 习 中 , 我 们 遇 到 有 关 贺 的 一 . 


个 最 值 问题 : 

已 知 圆 M : (x 一 4)? 十 = 25, 过 点 P(1,3) 
作 直 线 交 圆 M 于 4、B 两 点 ,求人 4BC 面 积 的 最 
大 值 . 

本 文 对 这 一 问题 展开 进一步 的 探究 . 

1. 问题 的 解答 与 推广 

1.1 问题 的 解答 

通过 平移 变换 ， 原 问题 等 价 于 “已 知 圆 O : 

X22 十 y? 二 25, 过 点 已 (一 3, 3) 作 直 线 交 圆 O 于 4、 
BB 两 点 , 求人 OAB 面 积 的 最 大 值 . 

解 : 如 图 1, SaoaB 二 守 sin LAOB. 下 面 
只 要 求 sin <AOB 的 最 大 值 即 可 . 





图 1 


设 OP 交 圆 O 于 CG, 当局 为 缠 AB 的 中 点 时 ， 
OP L 4B, 人 4OB 最 小 . 
设 L<40B 的 最 小 值 为 a,a 所 CL4OB < T， 
Cos = 3v2 .ou = Ul 此 时 0 <a < 二 
2 5 ， 25， 2 
因为 = 和 所 [Q, 7), 所 以 sin ZAOB 式 sin = 一 
2 
1, SAo&4B 的 最 大 值 为 字 ， 此 时 QA 1 OB. 


1.2 问题 的 一 般 化 
将 问题 一 般 化 : 设 4B 是 过 圆 O : z2 十 2z2 一 


% 内 的 定点 P(m,m) 的 弦 , 求人 OAB 的 面积 的 
最 大 值 . 

按照 上 述 问 题解 答 的 思路 我 们 探究 如 下 . 

如 图 1, SAOAB 一 Fo sin AO0B, 下 面 求 
sin <AOB 的 最 大 值 . 

设 OP 交 圆 O 于 COC, 当 卫 为 弦 AB 的 中 点 时 ， 


. OP 1 4B,L40B 最 小 . 设 Z40B 的 最 小 值 为 


/mina 
Qa, CQ LAOB < mi cos 二 一 vm tn 


QQ 
(1) 当 0<a< 全 时 ， 3 <s [a, ,sin L408 


< <sin7 一 1, SAo4EB 的 最 大 估 为 =02, 此 时 OA 
J 0B; 

(2) 当 ce 之 可 二 时 ， sin <AOB 在 [a,7) 上 单调 
递减 , 所 以 sn ZL4OB < sin a, Sao48 的 最 大 值 
为 3 sin wa = 'a? sin 3 COS 亏 

= Vm? 十 2Wa2 一 (mm2 + n2), 

此 时 己 为 弦 4 另 的 中 点 . 
”于 是 有 

结论 1 设 4B 是 过 圆 O;: z2 十 yy2 = a2 内 
的 年 点 Ponm) 的 弦 , 则 

(1) 若 302 < m2+n2 <a, OALOB 


时 , AOAB 的 面积 取得 最 大 值 了 a? 


(2) 若 0 < m2 十 n2 < 302, 当 记 为 线段 AB 
的 中 点 时 , 人 AOAB 的 面积 取得 最 大 值 
Vm? 十 22)[a2 ~— (m2 十 m2)]. 
2. 类 比 犹 想 
”由 圆 到 椭 贺 ， 医 比 深究 燃 回 类似 的 最 什 癌 
题 : 如 图 2, 设 椭 贺 的 方程 为 三 + 序 = 1(a > 
5 > 0), 椭圆 中 心 为 0,4B 是 过 椭 贺 内 的 定点 
P(m,n) 的 弦 , 求人 OAB 面积 的 最 大 值 . 
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我 们 知道 , 贺 可 以 通过 压缩 变换 变 为 椭圆 
而 在 压缩 变换 下 , 共 线 点 仍 变 为 共 线 点 且 点 分 线 
段 的 比 是 不 变 的 , 于 是 , 我 们 将 贺 与 椭圆 的 两 个 
问题 的 结论 类 比如 下 : 
V3 


人 C 
(1) 当 0 < waw << 了 时 ， cos 了 > pH 


2 2 
C m2? nn V2 
OTeEta” ss 
2 之 
Ca m2 nn V2 
oYVeatp> a 


位 
OA L OB — kos :kos = -二 


SAoAhB 的 最 大 值 0 


一 SAo4B 的 最 大 值 了 ob 
ae ,V2 


2 


tk 


(2) 当 a > 地 时 , cos 
cos = 
> = 


一 cos 人 = 2 
Pm,n) 为 弦 4B 的 中 点 


一 2 了 (m,n) 为 弦 4B 的 中 点 ， 
人 OAB 的 面积 最 大 值 


2 2 n2 
02 号 (至 + 写 ) 
一 > 人 OA4B 的 面积 最 大 值 
7722 72 m2 72 
ab mt 1 一 (到 + 黎 ) 
根据 以 上 类 比分 析 , 我 们 可 得 如 下 猜想 
结论 2 设 椭 图 方程 为 了 十 辣 = 1(a > 
5 > 0), 4B 是 过 椭圆 内 的 定点 P(m,n) 的 驼 . 


1 m2 nn2 
(者 < + 到 <4， 当 koa :kos = 


2 
一 等 时 , AOAB 的 面积 取得 最 大 值 Lab; 
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2 2 
(2) 若 0 < 巧 + 千 < 了 当 点 己 为 线段 
4 刀 的 中 点 时 ,AD4B 的 面积 铸 得 最 大 值 


m2? 7 7722 人 2 
"VEtwy- (至 + 歼 ) 
3. 实验 证 明 


对 于 猜想 所 得 结论 中 的 两 种 不 同情 形 , 我 们 
用 《几何 画板 》 进 行 实验 验证 .如 图 3， 当 直线 
4B 绕 点 了 转动 时 , 我 们 以 直线 4 已 的 斜率 为 横 
坐标 , 三 角形 OAB 的 面积 为 纵 坐标 作出 面积 关 
于 和 斜率 的 函数 图 像 , 可 以 看 出 函数 有 最 大 值 , 并 


9 上 
人 dt 
a 
: 
一 一 , ; : 了 
和 “ 有 了 
0 » > 二 
人 
+ 站 HH 
id Meme : 和 : a % 
: 上 \ 
3 i a i nr 
1 了 s 
- ; 上 
4 a 
+ ! H i * 
站 + 
上 
于 
， 4 
1 站 和 
+ 





图 3 


下 面 给 出 结论 2 的 证 明 . 

证 明 : (1) 当 直 线 4B 与 x 轴 不 垂直 时 , 设 直 
线 4B 的 方程 为 y = k(x 一 m) 十 0， 代入 椭圆 
方程 整理 得 (b>? 十 a2k?)z? 十 2a2k(n 一 km)z 十 
02(n — km)? — a2b? = 0, 

设 A(z1,y1)、 B(x2,Yy2), 


, 2a2k(n — km) 
:二 各 一， 

a2(m 一 km)? 一 Q202 

Z1 .22 一 一 一 一 二 一 一 


b2 十 a2k2 | 
I4B|= 2abVI+k2/(b2+a2k2)—(n—km) 


b2 十 a2k2 ’ 
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In 一 krml 


原点 O 到 直线 4B 的 距 高 为 4 = J 六 





1 
SAo4B = 51ABla 


_ abln — kmly (0? + a2k’?) — (1 — km)? 
B+ 

In—kmly (b+o?k?)—(n—km)? Rm) 
令 f(k)= 6b2 十 rok 


nn— 21/12 | ,2 3 _ 
则 了 ?2()= 人 2 te km 


面 只 要 求 f2(k) 的 最 大 值 就 可 以 了 . 
设 i = KD) 由 有 ER 利用 大 的 判别 


22 十 a2k2 ， 
n2 
式 可 求 得 0 <t< 2 十 人 pz 
. ‘wv 2: 
ro + 
rn,2 


D2 
mn 


门 


(i) 当 0 < 吕 + 守 


f2(k)max = (+ 
SAOAB 有 大 他 


/( 守 + -+ 司 


2 
于 由 t= b2 十 a2k2 th 可 得 二 = 
一 地, 即 KopP -kKk4B = 一, 故 卫 为 线段 4B 的 
中 点 . 


I 


..、、 工 2 2 
国 当 5 < 本 + 更 : 
f°(k)max = 全 2048 的 最 大 值 为 cz. 此 时 


(n 一 pm)? b> 
由 t= Tok 一 3 可 得 koA koB = -3 


(2) 当 直 线 AB 与 6 轴 委 直 时 . 其 斜率 不 存 
在 , AB 的 方程 为 2 二 一 Ta 
14B| = 2 一 "原点 O 到 直线 AB 的 


b 了 一 
距离 为 |m， sa0n - Ya 人 m 


7.2 
(0 3) 下 是 靖 画 数 


1 


1 应 数 t(1 一 起 在 


2 2 2 
7 mm 7 1 
。 0< 本 和 而 十 丈 和 7 


rz|we2 — m2 m2 m2 
=o —z 1]— —7 
a a 
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I] 
/ZI 2 
(i) 3 < + < 1 时 ， hm OO 一 
| m2 
一 0b 社 ( < 3ab. 
综合 (1)、(2), 结论 得 证 . 


特别 地 , 在 结论 2 中 , 当 点 卫 为 椭圆 的 一 个 
焦点 时 , 我 们 有 如 下 推论 . 


2 
推论 : 设 椭圆 方程 为 十 所 一 1(a> 日 > 
0), 4B 为 椭圆 的 焦点 弦 , 则 
b2e 
—, 0<e<< 7， 
(SAOAB )max = 1 /3 
~Qb, -3 <e<l 
4. 变 式 探究 
4.1 结论 2 的 变 式 


如 有 果 扣 了 在 z 轴 上 , 三 角形 顶点 O 变 换 为 7 
轴 上 的 一 点 C, 则 有 


结论 3 设 椭 贺 方程 为 二 4 ;1 (a>b>0), 
点 C(t,0) 是 z 轴 上 一 点 ， A 臣 是 过 椭 圆 内 的 定点 
P(m,0)(m 关 t) 的 弦 , 4B 的 斜率 为 Xk, 则 


(车 加 | < 2 当 AB 上 Zz 轴 时 , AC4B 
的 面积 取得 最 大 值 lm tlVar —m 





Vib 
着 半 < 区 <, |k|= -天 2 一“ 一 
(=) -1 
& 2 

时 , AC4 刀 的 面积 取得 最 大 信 三 四 一 二 ob 


结论 3 的 证 明 比 较 容易 ， 限于 简 引 不 再 村 述 
4.2 对 于 双 曲 线 和 抛物 线 的 有 关 结 论 


结论 4 如 图 4 设 双 曲 线 的 方程 为 误 一 性 





图 4 
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二 1(& > 0,b > 0)，O 为 双 曲 线 的 中 心 , 直线 ; 
过 有 双 曲 线 右 支 内 的 定点 已 (mm) 且 与 右 支 相交 于 
有 4. 局 , 则 当 了 为 线段 4B 的 中 点 时 , 人 OAB 面 积 


2 2 2 
取得 最 小 值 为 ob/ 了 一 放 1 (时 - 竺 ) i 


2 2 
证 明 : 由 于 书 在 双 曲线 内 ， 故 -< - 全 >1. 
(1) 当 直线 4B 与 z 轴 不 垂直 时 , 设 直 线 AB 
的 方程 为 y=k(z 一 m)+n. 仿 结 论 2 的 证 明 可 得 ， 


abln—km| Vth hm) ta ba) 
DAOAB = a2k2—b2 ’ 
k -2)U(2 
s (-%-2)U (te) 
_ Lard ra 
令 FRV mm) (ok bb) km| a km) ok 02) 
(一 Km [nr Tk2 22)] 
则 ff 7 
设 t 一 各 二 9 这， 9(k) = 所-t 在 - 
m2 2 
2 各 :+eo) 上 单调 递增 , 所 以 1 -区 


m2 2 2 2 
时 , f2(k)min= (至 - -到 (要 更 )-! 


SAoA4B 的 最 小 值 为 


mm mi/m nr 
ody/ 加 一 所 (所 -2)- 1， 此 时 由 
(m 一 krm)? m2? 


Ed A 
‘TT Rb 55 一 人 区， mi 
2 2 


三 , 即 loP -kaB 一 25, 放 P 为 线 习 AB 的 中 点 ， 
(2) 当 直线 4 与 z 轴 牌 直 时 , 其 斜率 不 存 
SAO0AB = mV 一 sik 

2 722 0 rn2 
1< 而- 五 六 五， 
(6) = 如 一 t 在 (1, 十 co) 上 为 增 浮 数 ， 
blm|Vm? 一 a2 


“ SAOAB 一 


[CC 
综合 (1)、(2) 可 知 结论 成 立 . 


结论 5 设 双 曲 线 的 方程 为 区 一 
> 0,5>>0), 点 C(t， 0) 是 zt 轴 上 一 点 ， 直线 1 过 双 
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=1(o 
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曲线 右 支 内 的 定点 P(m,0) (m 尖 奴 且 与 右 支 相 
交 于 4、 2 则 当 ! 上 Y 轴 时 , AACAB 的 面积 取得 
最 小 值 一 Im — tvVm? 一 a2. 

一 般 地 ， 对 于 抛物 线 y? = 2pz (p > 0), 过 其 
内 定点 P(m,n) 的 弦 4B 与 顶点 O 围 成 的 三 角形 


O04B 的 面积 没有 最 大 值 和 最 小 值 . 但 当 定点 在 


抛物 线 轴 上 时 , 我 们 有 

结论 6 设 抛物 线 的 方程 为 y? = 2pz (p > 
0), 点 C(t,0) 是 z 轴 上 一 点 ，4B 是 过 抛物 线 轴 
上 的 定点 P(m,0) (m 关 引 的 弦 , 则 当 ! 上 z 轴 时 
人 人 CAB 的 面积 取得 最 小 值 |m -tvV3pm. 

读者 可 自行 证 明 结 论 5 和 结论 6. 

4.3 结论 的 应 用 

以 上 结论 的 变 式 在 高 考试 题 中 屡 有 上 出现. 例 
如 2006 年 高 考 江西 卷 第 21 题 : 如 图 5, 椭圆 @ : 

+ 全 一 = 1(a > > 0) 的 右 焦点 F(c,0), 过 点 

和 的 一 动 直 线 w 绕 点 下 转动 ， 并 且 交 椭圆 于 A、 
已 两 点 , 了 是 线段 4B 的 中 点 . 

(1) 求 点 卫 的 轨迹 玉 的 方程 ; 

(2) 在 @ 的 方程 中 ; 令 ao2 = 1 十 cosC 十 sin 0， 
2 二 sin0 (0 <9< 二 ), 确定 9 的 值 , 使 原点 
距 椭 加 的 右 淮 线 ! 最 远 , 此 时 , 设 !/ 与 z 轴 交点 为 
DD, 当 直 线 宫 绕 点 下 转动 到 什么 位 置 时 , 三 角形 
ABD 的 面积 最 大 ? 





5 图 6 

本 题 的 第 (2) 小 题 是 结论 3 的 特例 . 

2007 年 高 考 湖北 卷 第 19 题 : 如 图 6, 在 平面 
直角 坐标 系 xOY 中 , 过 定点 C(0,p)(p > 0) 作 直 
线 与 抛物 线 z? = 2py 相交 于 两 点 4、B. 

QD 车 点 和 是 点 C 关 于 坐标 原点 O 〇 的 对 称 点 ， 
求人 ANB 面 积 的 最 小 值 : 

(了 0) 是 否 存 在 垂直 于 y 轴 的 直线 L, 使 得 ! 被 以 
4C 为 直径 的 圆 截 得 的 弦 长 恒 为 定 值 ? 若 存 在 ， 
求 出 ! 的 方程 ; 若 不 存在 , 说 明理 由 . 

本 题 的 第 (T) 小 题 是 结论 6 的 特例 . 
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用 一 种 代 换 方法 证 明 两 类 条 件 不 等 式 


256200 山东 省 邹平 县 教育 局 教研 窒 姜 坤 迪 


在 代数 不 等 式 的 证 明 中 , 我 们 经 常会 遇 到 三 
个 正 数 的 和 或 积 为 1 的 条 件 不 等 式 , 这 类 不 等 式 
的 证 明 使 用 的 数学 工具 和 方法 灵活 多 样 , 没有 固 
定 、 统 一 的 方法 . 本 文 介绍 一 种 代 换 方法 ， 可 作为 
处 理 这 两 类 条 件 不 等 式 的 一 种 方法 . 

这 里 要 介绍 的 代 换 , 即将 不 等 式 中 的 三 元 Q、 
D、c 分 别 设 为 a = y*z°,b = zr?,c = 二 xX*y?, 其 
中 a.b.c.xz.yz ERt,a ER, Ha 0, 则 当 
条 件 式 为 a 十 5 十 c= 二 1 时 有 zw ye 二 yz? 十 
zaza 二 1; 当 条 件 式 为 abc = 1 时 , 有 (7Xyz)** = 
1, 从 而 xyz = 1. 

1. 用 于 证 明 条 件 式 为 十 bp 十 c 王 1 或 < 十 
b 十 cc 二 qbc 的 不 等 式 

例 1 (1988 年 苏联 数学 奥林匹克 试题 ) 设 x、 
小 z 都 是 正 数 , 且 z2? 十 2 十 22 二 上 求 8= ++ 


y+ 人 的 最 小 值 . 


解 : 设 z = Vbc,y = Vea,z = Vab(a、 bc 
> 0), 则 问题 变 为 ; 已 知 ap 十 pc 十 ca = 1,， 求 9 = 
a 十 5 十 c 的 最 小 值 . 


因为 S23 = (a+b+ce) 一 0a2 十 刀 十 c? 十 
2(ab + bet+ ceca) 2 3(ab + bec+ ca) = 3, 
所 以 当 z = = z = 如 时 , 3 取得 最 小 信 


V3. 
例 2 (文田 问题 蕊 设 和 yz 为 正 实 数 , 且 
2 十 yy 十 2 一 1 求证 : 
2Z 二 3 < > 
T+yz2 2 十 2 了 
原文 提供 的 证 明 较 繁 ， 下 一 利用 本 文 介绍 的 


代 换 法 给 出 一 种 简 证 . 

证 明 : 设 2 = be,y = ca,z 一 ab(a.b.ce> 
0),; 则 zxy = abc?,yz 三 bco?, zz 一 cab2, 问题 
转化 为 : 已 知 ab 十 be 十 ca = 1, 证 明 2 十 











1 1 9 Q2 b2 
+ Ee + 上- 
束 上 IT ZHITSL4 Bilit Briit 
_C ~、3 
c2+17 4 

因为 a2 二 1 = a2 十 ap 十 pc 十 ca = (a 十 b)(c 十 


Qa), 同 理 忆 十 1 二 (5 十 cj(a 十 ,ce 十 1 = (c 十 
a){(b 十 c)， 2 


(a 十 六 (e+ a (5 十 可 (a 十 D) 
3 
tram to > 4 a OD 


<—> a2b++ a? ?ot bat cat eb 
6abc 之 0 

>a(b—ce)2+b(a—e)?+c(a—b)*>0 

由 于 最 后 一 个 不 等 式 显然 成 立 , 故 得 原 不 等 
式 成 立 . 

说 明 : 不 等 式 ® 即 为 2004 年 克罗地亚 数学 
奥林匹克 试题 : 


证 明 :不 等 式 一 8&7 十 二 一 6 一 
| (et b)(c+a) (68+o)(b+o) 


teri > 对 所 有 正 实数 Qa、b、c 成 立 . 


例 3 (2008 年 加 拿 大 数学 克 赛 试题 已 知 
a、b、c 二 个 正 数 满足 a 十 b 十 c= 1, 求证 : 








at+bce 

证 法 1: 设 a = 二 yz,b== zr,c= TYy(T.Y2> 
0), 则 问题 转化 为 : 已 知 Xy 十 yz 十 zz = 1, 求证 : 

1 一 Z2 ， 工 一 2 + 1—2 3 

1-Hxz2 1+R 1+z2 “2 

而 以 上 不 等 式 等 价 于 ， 

艺 Y Z 

I 








3 
4 


< 


人 2 
> 区 二 人 CE 二 可 pr CE 
z2 ~、 3 
Trier) +t) ”4 
此 即 为 不 等 式 中 ;证 略 . 
证 法 2: < 下 号 十 四 2 十 


c 一 ab - 3 


ctab™ 2 
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be ca ab 3 1 b,5b 
atbec'" brioat erab?> 4 -3 (st +t +e) =3 
因为 ec 二 pc = a(a+btc)+be = (a+b) (c+a) 所 以 原 不 等 式 获 证 . 
等 ， 故 以 上 不 等 式 等 价 于 一 一 + 说 明 : (1) 以 上 证 明 中 的 不 等 式 @ 即 为 2001 
(a + Bet eo) 年 德国 国家 队 试题: 


CQ ab 3 
0 
CtratD)t Crate > © 


a 一 ,D = 2 一 2 (2,9y,2 > 0), 则 
@ 式 可 化 为 
Z2 3 、 
Taio) ra) 之 4 即 为 不 等 式 @ , 下 证 略 . 
、 .QQ 一 bc b—-co,c—-ab_3 
证 法 3: 4 二 5 十 D 十 ca c+ob < 2 
20 20 2c 一 
Q 十 Bec b+ca ci+aoab 一 
Q b c 
atbe | biea t ei < 4 
这 正 是 例 2, 即 知 所 证 不 等 式 成 立 . 
说 明 : 以 上 证 法 2 中 的 不 等 式 ® 即 为 第 30 届 
IMO 预选 题 : 


、 ty AT ab 
设 a、b.c 是 正 实数 , 求证 : Boer + 
3 


2 


oe 





OO hk 


和 二 一 > 





i 


be -~ CC .~ 
(c+ta)(lat+b) (a+b)(b+ce)” 4 


例 4 (2005 年 法 国 国家 队 试 题 ): 设 X、y、z 
是 正 实数 , 且 z 十 y 十 z == 1, 求证 : 


XY Y% ZX -3 
V ztzl V Z 二 2 V yt+zr 2 


证 明 : 设 z = be,y = ca,z = ab(a.be > 
0), 则 zy = abe?, yz = bce?, xz = cab?, 问题 转 
化 为 : 已 知 ab 十 bc 十 ca = 1, 求证 : 




















4 _ + b + ce <3. 
Vl+a? Vli+b Vi+e 2 


以 上 有 条 件 约 东 的 不 等 式 等 价 于 无 条 件 约 
, 你 
来 的 个 等 式 TCDD 十 TC 
3 


C 


VET “2 
也 . 
Nr 
Cc 0 _._Q& 
Vetatcid) Vat+b cta 


b b C c 
+ a+b b+e 


i/ a 包 忆 b es c 
过 二 | 一 一 十 一 “一 二 一 二- -CC 
2 (这 + 汪 + 二 + 


b 

















~ 5 + 儿 
(z+N(z+72) (y+z)(z+y). 


VO+c(b + oa) + 


设 a、 5b、 ; 求证 : ~- CQ 
次 ^ 和 “是正 数 , 求证 TO 


b C 3 
“VOT Vera > 

亦 为 《数学 通报 》2004 年 第 9 期 数学 问题 
1513 (由 笔者 提供 ): a、5、c > 0, 求证 : 

avb+c+bVetat+cvat+6 

< > (cc 十 信人 十 cj(ce 十 a). 

(2) 例 4 也 可 不 作 代 换 而 直接 证 明 (参见 例 5 
证 法 1), 这 里 作 代 换 的 证 明 , 是 为 了 揭示 本 例 与 
以 上 问题 (2001 年 德国 国家 队 试 题 ) 的 内 在 联系 . 

例 5 (1998 年 韩国 数学 奥林匹克 试题 ) 设 正 
数 z、y、z 满 足 z 十 yy 十 z = zyz, 证 明 : 





























1 1 1 .1 3 
Vitm Vit Vi < 2 
证 法 1: 设 x 二 站 一 二,z 一 rp (obc > 
0), 则 abc(a 二 8 十 c) = 1, 于 是 
1 十 1 十 1 
Vi+t 六 1 i 六 + Vi 于 雇 
52c2 c20 + a2b2 
b2c2 -+1 c2a2+1 a2b2 二 +1 
=-,/- bc +/ co 
D2c2 十 apc(a 十 十 c) c2a2-+abc(a+b+e) 
a2b2 
十 eo 
a2b2-+abc(a+b+e) 


一 -bc + -cc 
V bc 十 a(a 十 5 十 V cat+b(a+b+e) 
十 ab 

V op 十 c(a 十 十 o) 
-| bc -ca 
(a+b)(c+o) (b+ oe)(atb) 
ab 
TY tera(t re 
b ec +./ c a 
CQ 十 D ce 十 wa b+e a+b 


























a b 
十 c 十 Q 十 ec . 
1 b C c & CQ b 
Ce ao 
“2 (tatstetatsta tat) 
1/&+b ,b+e, cia 3 
-3 (+te+ete 2 
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故 原 不 等 式 得 证 . 
、 、 1 1 1 
: 一 ”一 一 二 一 一 一 一 (ca、D、 
证 法 2: 设 a v2 Zn By (a bc 
则 z= /2,y = /2,z = /2 
> 0), 则 >z poy pd np’ + 
b+ c= 二 1, 于 是 
1 + 1 + 1 
Vit+z? Vi+t+w VvVli+t+z2 











pc ca + ab 
atbet b+ea ctab 


问题 转化 为 例 4, 下 证 略 . 

2. 用 于 证 明 条 件 式 为 abc 二 1 的 不 等 式 

例 6 (1995 年 IMO 试 题 ) 设 a、b.c > 0, abc 
rr cr ct 

证 明 : 设 a = yz,b = zx,C 二 XYy(T.Y、2> 
0), 则 (zyz)2 = be 1, 即 vy? 一 二 1, 于 是 应 用 


(a1+a2+as)? 

柯 西 不 等 式 的 变 式 二 Et 总 > tt 
(ais bi > 0,% = 1、 2 3) (长 下 疝 ) 及 不 等 式 (2 十 
y +2)? 之 3(zy + Vyz 十 zz) 可 得 

1 
cz2(a + 5b) 
(zyz)° 
22722 (TY + YZ) 


1 1 
oro tt Bletoa) 
_ (zy2)” 

2222(22 十 xY) 
(zy2) 
2Z2312(22 十 ZXZ) 
2Z2 2 22 
ry+zr WU 二 8 2 十 2 

(z+Yy+2) 、3 

ISRC 
2(zy 十 yz 十 2Z) 2 


说 明 : 本 例 也 可 作 代 换 oa 二 二,b = 


> (外 z > 0) 来 证 明 ， 两 种 代 换 实 质 是 一 样 的 


例 7 (2004 年 德国 IMO 代表 队 选 拔 考试 试 

题 ) 设 a、b、c > 0, abc = 1, 求证 : 
1 1 1 

Toat TI 十 叉车 1 十 2c 

证 明 : 设 a = 22,b = z2z2,c = 二 7X29? (7、 











CC 一 





之 1. 


yz > 0 则 (zyz) = abc==1, 即 xyz = 1 于 


是 应 用 柯 西 不 等 式 的 变 式 及 均值 不 等 式 可 得 
1 | 1 
1I 十 2a 1 十 20 1 二 2c 
-1 +， 1 _ + 一 1 
1 + 2y222 +7 十 22z222 十 2z2712 
x2y222 , Zz2y222 
X22Y222 十 2722z2 22Y222 十 22222 





b.cEeRt, 是 abc = 1, 求证 : 
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Wy 27/ 2 
2 2 
-BitRi2 | N+ 
(z+y+2) 
” 22 十 %2 十 2 十 6 
_ (z+Yy+2)? 
x2 + +22 + 68(ryz)? 
、 (z 十 9 十 切 ” 
四 Pt 


说 明 : 本 例 也 可 作 代 换 4 = 三,b 
三 (zx.yz>0) 或 a= 2x?,b= 
23 


等 来 证 明 ， 几 种 代 换 的 实质 是 一 样 的 
例 8 (2000 年 澳门 数学 竞赛 试题 ) 已 知 &、 


z > 0) 或 4= 与， 一 入 c= (ryz> 0) 


—l +l + 一 -<1 

lt+ta+b 1l1+b+c 1l+c+a 

证 明 : 设 a = yz3,b = z3z3,c 二 X39 (7、 
yzZ>0) 则 (zyz)s = abc 二 1, 即 xyz = 1, 于 是 


由 均值 不 守 式 可 得 1 
IToT5 TOTE I+cta 
zr2y222 x2y222 
2 YH Et Tay 22z2 十 妈 如 十 她 仿 
上 ry 22 
ry? 2 元 
一 zy? yz 
22 PC5 922z2 十 (3 十 Z23)2 
+ Z202 
2 十 十 2 )Y 
5012 91222 
“292 十 DYz( 十 yt Yy222 + Tyz(y + 2) 
4 
z222 + TYz(Z 十 人 %) 
0 24 十 WU 十 2 TYy-HYZ+2T 


说 明 : 本 例 也 可 作 代 换 a = 十,b = 遍 ,c= 
误 人 .外 z> 0) 或 6 一 2 一 名 ,C= 2 (2.Y. 


z > 0) 或 a 二 3 A , 一 2 ec 一 (zyz > 0) 


等 来 证 明 ， 几 种 代 换 的 实质 是 一 样 的 . 
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数 形 结合 的 再 思 : 
-~ 一例 说 平面 几何 在 解析 几何 中 的 应 用 
213022 江苏 省 常州 市 北部 中 学 程 守山 


《普通 高 中 数学 课程 标准 》 指 出 , 在 平面 解 
桥 几何 教学 时 , 首先 将 几何 问题 代数 化 , 用 代数 
的 语言 描述 几何 要 素 及 其 关系 , 进而 将 几何 问题 
转化 为 代数 问题 ; 处 理 代数 问题 时 , 要 分 析 代 数 
问题 的 几何 意义 , 最 终 代 数 问题 几何 人 化， 解析 
几何 问题 是 高 考 的 热点 之 一 , 它 是 用 代数 的 方法 
来 解决 几何 问题 , 体现 了 “ 数 形 结合 ”的 数学 思想 
方法 . 不 少 同学 在 做 解析 几何 题目 时 感觉 这 类 题 
目 思 路 比较 明确 , 但 计算 量 比较 大 , 因此 解 题 过 
程 中 往往 半途 而 废 , 有 时 也 会 “小 题 大 做 ”, 花费 
很 多 时 间 ， 这 就 引发 我 们 对 “ 数 形 结合 ”的 思考 ， 
数 与 形 的 互相 转化 , 不 单单 是 单 向 的 , 而 应 该 是 
双向 的 , 需要"“ 数 "与 “ 形 ” 的 互助 互利 ,实现 两 者 
的 有 机 结合 ,那样 才 真 正 有 助 于 完美 解决 数学 
问题 . 

我 们 罩 到 ,有 不 少 问题 , 若 借 助 于 平面 几何 
知识 , 从 平面 几何 的 角度 去 审视 解析 几何 的 问题 ， 
将 隐 含 在 解析 几何 问题 中 的 平面 几何 背景 挖掘 
出 来 , 往往 会 起 到 意 想 不 到 的 效果 . 

下 面 通过 几 道 例题 谈 谈 笔者 的 体会 . 

”一 、 在 线段 和 差 的 最 值 问题 中 的 应 用 

例 1 如 图 1, 在 平面 直角 坐标 系 ZOy 中 , 平 
行 于 zx 轴 和 且 过 点 4(3V3,2) 的 入 射 光线 有 1 被 直线 
1 = 低 o 反 射 反射 光线 所 交 y 轴 于 点 忆 , 图 
C 过 点 有 殷 且 与 ,如 都 相 切 . 

(1) 求 2 所 在 直线 的 方程 和 圆 C 的 方程 ; 

(2) 设 P、@ 分 别 是 直线 i 和 贺 C 上 的 动 点 , 求 
PB 十 PQ 的 最 小 值 及 此 时 点 卫 的 坐标 . 

(1) 略 解 :l2 : V3z 一 一 和 = 0; 圆 C 的 方程 
为 (zz 一 3vV3)2+(y 二 1)2 一 9. 

(2) 解 : 设 点 巨 (0, 一 4) 关 于 i 的 对 称 点 B'(zo， 





yo 一 4 V3 zo Zoo 十 4 _ 
| 二 .~ 日- 一 


B'( 一 2V3,2). 固定 点 Q@ 可 发 现 , 当 B'、P、.Q 三 
点 共 线 时 , PB 十 PQ 的 值 最 小 ,而 当 B'、P、Q、C 
四 点 共 线 时 , P + PQ@ 与 圆 半径 3 的 和 最 小 . 故 
PB + PQ 的 最 小 信 为 B'C 一 3. 





y+1l_ Zz-3V3 _ 
出 2 二 1 -2V3—3V3 
V3 


一 32， 


得 点 忆 坐 标 为 (次 2); 最 小 值 为 B'C 一 


2 

3 = 2V21—3. 

评注 : 可 以 看 到 , 解答 第 (2) 小 题 的 关键 是 把 
PB 二 Pe 的 最 小 值 问 题 转化 为 先 求 PB-+ PC 的 
最 小 值 问 题 , 而 后 者 即 是 求 直 线 上 一 动 点 到 两 个 
定点 的 距离 和 的 问题 , 这 是 平面 几何 中 学 生 早 就 
处 理 过 的 数学 问题 , 利用 轴 对 称 即 可 顺利 解决 . 

该 问题 在 课本 上 也 可 以 找到 它 的 原型 , 即 苏 
教 版 必修 2 第 97 页 第 18 题 : 

如 图 2, 已 知 M( 一 1,3)、N(6,2), 点 已 在 z 轴 
上 , 且 使 PM + PN 取 最 小 值 , 求 点 书 的 坐标 . 

这 样 ，“ 数 ”与 “ 形 ” 互 助 互利 ， 即 可 顺利 解决 
这 一 问题 . 
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2 
2 
例 如 图 3, 椭圆 时 + 负 二 1 内 有 两 点 
A(2,2)、B(3,0), P 为 椭圆 上 一 点 , 则 PA + PB 
”的 最 大 值 为 (答案 :10 + V30) 





图 3 

评注 : 解答 这 道 题 的 关键 是 发 现 点 召 是 椭圆 
的 右 焦点 , 根据 椭圆 定义 有 了 B+PF = 2a(F 为 
椭圆 的 左 焦点 ), 把 PA 十 PB 转化 为 PA+ 2a 一 
PF = 10+ PA 一 PF, 设 点 书 ' 为 椭圆 上 任意 
一 点 , 即 当 PF、4 三 点 共 线 时 PA4 一 P'F < 
PA 一 PF = Fh, 因此 Ph + PB 取 到 最 大 值 
10 + V29. 

这 个 问题 在 课本 上 也 能 找到 它 的 原型 , 苏 教 
版 必修 2 第 117 页 第 20 题 : 





图 4 


如 图 4, 已 知 M(1,3)、 和 N(5, 一 2), 在 zx 轴 上 取 
一 点 也, 使 得 |PM 一 PN | 最 大 , 求 点 书 的 坐标 . 

因 些 与 上 例 一 样 , 利用 平面 几何 中 熟悉 的 方 
法 , 即 可 得 到 该 问题 的 解 管 . 

对 教材 中 出 现 的 例题 或 习题 进行 适当 的 改 
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， 线 的 定义 , AC = 党 ,BD = ,所 以 AE = 爷 ， 
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造 ,重组 形成 考题 是 江苏 省 高 考试 题 的 一 个 特点 . 
在 课堂 中 经 常 对 课本 中 的 例 .习题 进行 变 式 训练 
可 引导 学 生 多 方位 .多 角度 思考 问题 , 深入 理解 
概念 和 本 质 , 提高 学 生 的 逻辑 思维 和 应 用 能 力 
二 在 圆锥 曲线 焦 半 径 、 离心 率 问题 中 的 应 
用 
例 3 过 抛物 线 2 = 4z 的 焦点 下 作 驼 AB， 
若 弦 AB 所 在 的 直线 的 倾斜 角 为 60", 则 和 的 
值 为 





解 : 如 图 5, 设 AF = m, BF = n, 则 AF: 
BF 二 m:n, 根据 抛物 线 的 笔 义 , 在 RtAACB 
.中 , BC = mn,4B = m+tn, 所 以 cos60° = 
; 则 字 二 3. 


BO_m-n 
AB m+n 








例 4 过 双 佛 线 寺 一 算 = 1(a > 0,5 > 
0) 的 右 焦 点 五 作 倾斜 角 为 60。 的 直线 交 双 曲线 
于 4、 忆 两 点 , 若 AF = 5FB, 则 该 双 曲 线 的 离 
心率 为 





图 6 


解 : 如 图 6, 过 点 4、B 作 双 曲 线 右 准 线 的 季 
线 , 垂 足 分 别 为 C、D, 过 点 8 作 直 线 AC 的 垂 线 ， 
垂 足 为 妃 点 . 设 BE = t, 则 AF = 5 根据 双 曲 


© 
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村 点 , 当 点 书 不 在 zx 轴 上 时 , 过 点 及 作 人 LP 忆 的 
在 RtAAEB 中 , cos LEAF = 4 一 志 = 外 和 角 平 分 线 的 垂 线 疝 MM, 垂 足 为 M， 当 点 已 在 
2 1 4 Z 轴 上 时 , 定义 M 与 已 重合 , 则 点 ML 的 轨迹 方程 
3 一 2 所 以 e 一 3 为 .| 


例 5 设 椭圆 方程 为 手 + 笋 一 1(a > b> 
0), PQ 是 过 左 焦点 且 与 z 轴 不 垂直 的 弦 . 若 . 
在 左 准 线 ! 上 存在 点 及 , 使 人 PQR 为 正三 角形 ， 
则 椭圆 离心 率 e 的 取 值 范围 是 和 “. 

解 : 如 图 7, 设 弦 PQ 的 中 点 为 2M, 分 别 过 点 
P、M、Q 作 准 绪 ! 的 垂 线 , 算 足 分 别 是 记 、Mi、 
Q1, 则 MM = 3(PPi + QQ1) = (PF + 


QF) = 3-PQ. 假设 存在 点 及, 使 人 PQR 为 正 
: 解 : 延长 及 M 交 肪 P 于 点 @, 根据 外 角 平分 


三 角形 , 则 由 RM = 6PQ, 且 MMi < RM， 线性 质 , P 及 = PQ 且 MM 为 及 Q 的 中 点 , 所 以 
F2® = PQ + PF = PR + PF = 8&. 

在 人 及 请 @ 中 , M、O 分 别 为 及 @、 岂 忆 中 
点 ,所 以 MO = 3 到 Q@ = 4 则 点 M 的 轨迹 方程 
为 2 十 二 16. 

评注 : 动 点 的 轨迹 问题 也 是 平面 解析 几何 中 
的 一 个 热点 问题 , 寻找 轨迹 方程 的 方法 有 很 多 ， 
例如 直接 法 、 代 入 法 、 参 数 法 、 交 轨 法 等 . 对 此 
类 问题 如 果 运 用 平面 几何 性 质 , 则 会 减少 很 多 不 
必要 的 麻烦 , 减少 很 多 计算 量 , 解 题 过 程 直观 易 
懂 . . 





即 得 PQ < 3 pg, 所 以 次 <e<l. 





图 7 


由 以 上 所 列举 的 一 些 例子 , 我 们 可 以 看 出 对 
于 解析 几何 中 的 某 些 问 题 , 我 们 不 一 定 都 采用 设 
坐标 、 解 方程 等 一 般 方法 进行 求解 , 实际 上 运用 


评注 : 这 里 所 举 的 3 个 例子 , 无 论 是 利用 锐角 
三 角 函 数 , 还 是 利用 中 位 线 的 结论 , 同样 都 是 充 
分 利用 解析 几何 的 问题 中 所 隐 含 的 平面 几何 背 平面 几何 的 观点 审视 问题 分 人 器 玫 
景 二 在 这 问题 中 的 应 用 思想 间 的 关系 , 认 清 题目 中 条 件 和 问题 的 本 质 特征 

三 、 挖 据 其 中 所 隐 含 的 平面 几何 背景 , 灵活 转化 , 实 

例 6 如 图 8, 已 知 杠 贺 下 十 一 1(0<b< 现 嘻 "与 “ 形 "完美 结合 与 阳 助 百 利 解决 数学 问 
和 的 两 个 焦点 分 别 为 及 、 忆 , 点 为 精 图 上 的 动 。” 题 时 可 达到 覆 喀 蔡明 。 茅 塞 顿 开 的 境界 . 


AAA dd | AY 


(上 接 第 6-26 页 ) [3] 安 振 平 ， 岑 歧 恩 . 由 三 角形 不 等 式 生成 代 

叫 安 振 平 , 马 俊 青 . 一 组 新 颖 优美 的 三 元 代 数 不 等 式 的 一 种 方法 同 ]. 数学 通报 , 2010 (8): 48 
数 不 等 式 町 . 中 学 数学 杂志 , 2010 (1): 28-30. —50. 

中安 振 平 . 三 个 正 数 乘积 为 1 的 一 种 代 换 方 峡 卫 福山 . 几 个 重要 的 三 角 代 换 在 不 等 式 证 


法 及 其 应 用 加. 数学 通讯 , 2010 (8 下 半月 ): 32- 明 中 的 应 用 加 . 中 学 教研 (数学 ) 2011(5): 15- 
33. 17. 
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定 值 ? 变量 ? 一 类 含 参 问 题 错误 解法 的 反 已 
443000 湖北 省 嘉陵 中 学 高 三 数学 组 吴 俊 话 


1. 问题 的 提出 

笔者 在 一 次 阅卷 过 程 中 遇 到 了 学 生 对 一 道 
问题 的 “简便 "解法 . 题目 是 这 样 的 : 

已 知 二 次 函数 g(z) 对 任意 实数 都 满足 
gz —1)+9g(1—z)= 7x —22—1, 有 9g(1)= 
—1. 

(1) 求 g(x) 的 表达 式 .; 


nz 一 (十 1)2 十 3 求证 : 是 (zx) 在 [1,m|l 上 
为 减 函 数 ; 

(3) 在 (2) 的 条 件 下 , 证 明 : 对 任意 zl、2z2 € 
[1,m], 恒 有 | 到 (z1) 一 H(z2)| < 1 

这 里 主要 是 在 第 (3) 小 题 的 解法 上 存在 争议 ， 
学 生 思 路 如 下 : 

(3) 求 得 五 (z) = S72 + mlnz— (m+ Dz, 
利用 第 (2) 小 题 的 结论 五 (z) 在 [1,m] 上 为 减 函 
数 , 则 

IH(z1) — H(z2)| < 瓦 (Z)max — H(zT)min 

= H(1)— H(m). 


下 面 考虑 瓦 (m) 这 个 函数 . 对 于 HH(m),m € 


(1, ej. 
… 五 (z) 在 [tm] 上 为 减 函数 ， 
.及 (m) 在 其 定义 域 (1, 申 单调 递减 
“ |H(z1) — H(z2)| 
<H()-H(m) < H(l)— HI(e) 
一 ie? 一 @ 一 3 < 1. 


初 看 其 解法 , 不 得 不 赞赏 其 思维 之 敏锐 , 肯 
定 其 不 断 利 用 前 面 问 题 的 结论 处 理 后 面 问 题 的 
思想 . 但 是 冷静 下 来 , 笔者 对 这 种 解法 是 否 严 谨 
产生 了 质疑 . 作为 参数 m, 我 们 通常 意义 下 是 取 
定 的 区 间 (1,e] 的 一 个 定 值 , 在 上 面 的 解法 中 考 
虑 及 (mm) 时 能 否 将 mn% 看 成 一 个 变量 , 这 种 解法 是 
否 可 取 ? 


2. 解法 的 反思 

在 (2) 中 mm 虽然 是 (1,e] 中 的 一 个 常数 , 但 事 
实 上 m 取 值 确实 是 可 以 任意 取 到 (1,e] 中 的 每 一 
个 数 , 包括 取 e 也 是 成 立 的 ， 但 运用 到 第 (3) 小 
题 上 , 加 应 当 是 (1,e] 上 的 一 个 常数 , 而 ZX1、 XX2 
应 该 是 (1,m] 上 的 任意 两 个 变量 ， 所 以 当 宗 推 
广 到 e 时 是 否 存在 放宽 条 件 的 嫌疑 ? 所 以 解法 
中 IH(z1) 一 H(zx2)| < H(zX)max 一 H(z)min 一 
及 (1) 一 瑟 (m) 无 疑 是 很 好 的 思路 , 值得 凯 酌 的 步 
又 在 于 五 (1) - H(m) < H(1) ~ Hl(e) = > 2 -- 


e 一 上 < 1 中 能 否 将 m 推 至 e 呢 ? 

为 了 进一步 验证 , 我 们 可 以 假设 内 为 (Le] 上 
一 个 常数 , 不 妨 设 其 为 Ve, 则 zl、z2 为 (1 Ve] 上 
的 任意 两 个 变量 ， IH(21)— H(z2)| < H(zx)max— 
及 (Zz)min 二 五 (1) 一 妥 (m) 没 有 问题 , 这 是 关于 
z 的 函数 互 (z) 在 给 定 区 间 上 的 最 值 问 题 ， 利用 
已 (z) 在 区 间 (1 站 上 的 单调 性 可 以 得 出 结论 , 此 
时 么 是 定 值 . 

在 证 明 至 互 (1) 一 互 (mm) < 工 的 过 程 前 五 () 
相对 于 z 来 说 是 定 值 , 但 在 后 面 的 分 析 中 , 整体 
的 变量 发 生 了 转化 . 

车 把 mm 看 成 变量 , 其 一 , 了 (1) 不 再 是 定 值 ， 
当 被 减 数 变 了 ， H(1) 一 吴 (m) 不 能 说 mm 取 最 小 
时 差 最 大 ; 

再 者 , 器 (m) 在 得 到 m = e 最 小 时 利用 到 的 
是 五 (z) 这 个 函数 , 其 表达 式 为 

万 (z) = 2% +minz— (m+t 1)%, 


是 以 ZX 为 自 变 量 ，m 为 定 值 系 数 ， 而 及 (m2) 和 
互 (x) 对 应 背景 函数 并 非 同一 函数 , 当 豆 (rz) 看 
成 以 育 为 自 变 量 的 函数 时 ， 不 仅 是 原来 的 变量 
z 变 成 了 自 变量 m, 原来 的 定 值 系数 吧 也 成 了 自 
变量 , 所 以 互 (m) 是 一 个 新 的 沙 数 不 再 适用 第 (2) 
小 题 结 论 . 至 此 确定 了 该 同学 的 做 法 并 不 完善 ， 
但 化 定 为 动 的 思想 值得 肯定 . 
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3. 问题 的 解决 

为 了 体现 参数 由 定 到 动 的 转化 思想 , 笔者 将 
上 述 解法 修改 成 更 加 自然 、 严 谨 的 解法 , 只 要 研 
究 清 楚 新 的 关于 的 函数 即 可 , 故 有 

解法 : |H(zx1) -HH(x2)| 

< H(z)mox — H(z)min = H(1) — H(m), 

下 面 考虑 及 (1)- 及 (m) 这 个 函数 , m E (1, el 

H(1) 一 H(m) = (=m 一 23) 

一 -m+ minm—m 


一 3m? —minmo— 3, 记 为 f(m). 


因为 fm) = m1-Inm, ff(m)=1-— 
二 > 0, 所 以 1(m) 在 mm E (1,e] 上 为 增 画 数 , 而 
f'(1) = 0, 故 f/(m) 在 m E (1,e] 上 恒 大 于 零 , 即 
f(m) 为 增 函 数 , 故 

f(m) < fle) = ze 一 e 一 了 <1. 


到 此 ， 心里 终于 有 些 轻松 , 找到 了 这 个 问题 
的 正确 解法 , 由 于 问题 本 身 的 复杂 性 , 使 第 一 种 
错误 解法 有 很 强 的 迷惑 性 , 解法 的 开头 和 结尾 与 
正确 解法 的 形式 极为 相近 . 但 本 质 上 正确 解法 完 
全 化 归 为 mm 的 一 个 新 函数 , 这 个 新 函数 的 单调 性 
必须 通过 重新 求 导 研究 , 而 无 法 直接 运用 第 (2) 
小 题 的 结论 . 因为 m 在 第 (2) 小 题 中 是 定 值 , 第 
(3) 小 题 中 是 变量 , 意义 发 生 了 变化 . 

4. 问题 的 实践 

为 了 进一步 让 学 生理 解 这 种 参数 在 定量 动 
量 转化 的 思想 , 若 转化 得 当 , 则 能 让 问题 解法 更 
为 简单 , 知 不 能 理解 参数 是 定 值 还 是 变量 , 则 很 
容易 得 出 错误 结论 ， 在 辨析 了 该 同学 的 解法 后 ， 
布置 了 一 组 练习 加 以 强化 : 

练习 1 设 函 数 f(z) = 2 十 az3 十 2z2 十 
b(z ER), 其 中 cb E 及 . 

( 当 a = -也 时 , 讨论 函数 f(z) 的 单调 性 ; 

(2) 若 函数 了 (z) 仅 在 x = 0 处 有 极 值 , 求 a 的 
取 值 范围 ; 

(3) 若 对 于 任意 的 a € [一 2,2], 不 等 式 f(z) 
1 在 [1,1] 上 恒 成 立 , 求 5 的 取 值 范围 . 

解 : (1) P(z) = 4z3 + 3az2 十 47 = z(4x2 十 
3az 十 4). 

当 a = 一 四 0 时 ， f'(z) = z(d4z2 一 10z+4) = 
2z(2z — 1)(z — 2). 
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令 f'(z) = 0, 得 x1 = 0,x2 = 5， zs 一 2. 
当 z 变 化 时 , 了 (x)、 f(z) 的 变化 情况 如 下 表 : 


onl 


0 mien tiem re re 


所 以 f(z) 在 sf 本 和 (2, 上 co) 上 是 增 函 数 


在 区 间 (-o0,0) 和 (¥ 2) 上 是 减 函 数 

(2) f(z) = z(4z? 十 3az 十 4), 显然 z = 0 不 
是 方程 4z2 十 3az 十 4 = 0 的 根 . 

”f(z) 仅 在 x = 0 处 有 极 和 值 ， 

则 方程 472 十 3azx 十 4 = 0 有 两 个 相等 的 实 
根 或 无 实 根 ， 

A=9a—4x16<0, 

解 此 不 等 式 得 -3 < a < 3， 

这 时 , f(0) = 是 唯一 极 值 ， 


因此 满足 条 件 的 a 的 取信 范围 是 -8 时 


(3) 由 第 2 小 题 结论 a € | -8 EE 当 o < 
[一 2， ， 2] 时 ， 将 其 看 为 2 的 函数 ， 0 为 定 值 ， 此 时 
f(z) 最 大 值 在 zx = 土 1 处 取得 ， 

a f(1)=1+a+2+b<<1 即 可 

fCD=1-a+2+b<1 

此 时 再 将 其 看 为 a 的 一 次 函数 , 转化 为 变量 ， 
代入 端点 求 得 5 < 一 4. 

练习 2 (2004 年 全 国 高 考 福建 着 ) 已 知 f(x) 
一 4z + ax?— zs (xz € RR) 在 区 间 [ 一 1,1] 上 是 
增 函 数 . 

(DD) 求实 数 a 的 值 组 成 的 集合 4; 

(四 设 关于 x 的 方程 f(z) = 2z + 二 z3 的 两 
个 非 零 实 根 为 zl、 rz2?. 试问 : 是 否 存 在 实数 m, 使 
得 不 等 式 m 十 tm 十 1 > |z1 一 zol 对 任意 ae 4 
及 t € [1 了 吉 恒 成 立 ? 车 存在 , 求 m 的 取 值 范围 ; 
者 不 存在 , 请 说 明理 由 . 

解 : (1) f(z) = 4 十 2azx 一 272， 

f(z) 在 [1,1] 上 是 增 函 数 ， 


“。f'(z) > 0 对 z € [1,1] 恒 成 立 , 即 
zx2 — OT—2 -| Os OD 











6-32 
设 p(z) = 2? 一 ax 一 2. 
{ yp(1)=1-a—-2<0, 

QO <—> 

p(—1)=1+a—2<0 
> —l<atl. 
… 对 ze [一 1,1, 只 有 当 a = 1 时 ， 
六 (一 1) =0 以 及 当 a = -1 时 , f'(1) = 0， 
“A={al—-1sgas<1}. 
方法 二 : 

& > 0, 


® <12 
p(—1)=1+a—2<0 


x 2 

wp(1)=1-a—-2<0 
>0<al 或 -la<0 

<—> —l<o<l1. 

… 对 Ze [一 1,1], 只 有 当 a = 1 时 ， 

了 (一 1) = 0 以 及 当 a = 一 1 时 , (1) 二 0， 
‘. A={al—1<a<1)}. 

(了 I) 由 4z 十 ax? — Sw = 25 + 3%, 

得 X= 二 0 或 2? 一 ax 一 2 一 0. 
”A=o+8>0, 

“。X1、 ZT2 是 方程 2 一 ax 一 2 二 0 的 两 非 零 


” 实 根 , zl 十 Za 一 9, X17%2 一 一 2， 
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从 而 |z1 -oa| = VD T0241za = 
a2 十 8. 
”la 1, 
.|X1 一 Z2| = 一 VC Qa2 十 8 所 3. 

要 使 不 等 式 mm 十 tm 十 1 之 |z1 一 XZ2| 对 任 
意 a e 4A 及 t € [一 1,1] 便 成 立 , 当 且 仅 当 rp” 十 
tm 十 1 之 3 对 任意 t&€ [一 1,1] 恒 成 立 , 即 

m2 + tm — 2 3 0 @ 
对 任意 t € [一 1,1| 恒 成 立 . 

设 g(t) =m ++tm 一 2 = mt+ (mm —2). 

方法 一 : 

©® > gl1)=m:—m—2>20 

且 9() 王 mm 十 人 一 2>0 

47 之 2 或 m 二 一 2. 

所 以 , 存在 实数 m, 使 不 等 式 m? 十 trm 十 1 之 
lzi 一 x2| 对 任意 a € 4 及 t € [一 1,1] 恒 成 立 , 其 
取 值 范围 是 {mlm > 2 或 m < 一 2}. 

方法 二 : 

当 m 二 0 时 ， 

名 显然 不 成 立 ; 

当 m 关 0 时 ， 

©® o> m > 0,9( 一 1) 一 2 一 和 一 2 关 0 

或 m <0,g(1l) 一 mm2 十 各 一 2 关 0 

< mm 之 2 或 m 二 一 2. 

所 以 , 存在 实数 m, 使 不 等 式 m? 十 tm 十 1 之 
jz1 一 X2| 对 任意 oa E 4 及 teE [一 1,1] 恒 成 立 , 其 
取 值 范围 是 {mlm > 2 或 m < 一 2}. 


PT dd dd is sd dd rd ET Ld ed dd dd dd 


(上 接 第 6-17 页 ) 
证 明 . 

柯 西 不 等 式 在 微 积分 的 一 般 形式 (也 称 柯 西 
积分 不 等 式 ), 设 f(z) 与 9(2) 都 在 [a, 引 可 积 , 则 
下 fjotojaz| < J Far] (edm, 
且 仅 当 f(7x) = tg(7x) 或 g(7%) = 1 f(z) 时 等 号 
成 立 . 

柯 西 不 等 式 是 法 国 大 数学 家 柯 西 (Cauchy, 
1789-1857) 的 杰作 , 柯 西 一 生 对 数学 的 贡献 非 
常 卓越 , 他 不 仅 英 定 了 数学 分 析 的 理论 基础 , 数 
学 中 很 多 定理 都 冠 以 柯 西 的 名 字 而 命名 。 如 柯 


中 柯 西 不 等 式 有 着 广泛 的 联系 , 应 用 它 能 让 你 高 
瞻 远 瞩 . 

对 一 个 经 典 例 题 的 研究 与 联想 , 并 不 是 问题 
的 终了 , 不 放 过 对 经 典 题目 的 深入 研究 才 有 数学 
味道 , 提示 同行 回归 数学 课本 , 有 ' 席 一 斑 而 见 全 
势 " 的 感觉 ， 简 言 之 , 通过 对 课本 例题 的 研究 与 
联想 , 恰如其分 地 发 掘 课 本 例题 的 功能 , 了 解数 
学 的 发 展 历 史 , 拓宽 学 生 的 数学 视野 , 体会 数学 
的 文化 价值 . 
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减少 分 类 讨论 的 两 个 有 效 手段 


315502 浙江 省 奉化 武 岭 中 学 毛 亦 飞 


分 类 讨论 是 数学 学 习 中 的 重要 思想 方法 , 学 
生 在 利用 分 类 方法 进行 讨论 时 存在 的 主要 问题 
是 不 能 合理 地 分 类 , 有 时 重复 , 有 时 遗漏 ; 有 时 
分 类 太 多 , 或 者 太 繁 , 最 后 求解 不 完整 ; 或 者 时 
间 消 耗 过 多 , 使 得 效率 很 低 ， 事 实 上 利用 分 类 
方法 进行 讨论 时 要 做 到 不 重复 、 不 遗漏, 的 确 不 
容易 .那么 有 没有 减少 或 避免 分 类 讨论 的 手段 
呢 ? 

如 果 我 们 通过 分 析 题 中 的 条 件 ， 深入 挖掘， 
的 确 可 以 适当 优化 分 类 方法 , 减少 讨论 种 类 或 缩 


小 讨论 范围 , 提高 解 题 的 效率 . 本 文通 过 几 个 具 “ 


体 的 例子 以 说 明 . 

一 、 利 用 结论 成 立 的 充分 条 件 优化 分 类 方法 

例 1 已 知 函 数 f(z) = z2, g(z) 一 2 一 1. 

(1) 车 存在 x € R., 使 f(x) < 89(z), 求实 数 
b 的 取 值 范围 ; 

(2) 设 F(z) = f(z) ~ mg(z)+1—m—m?, 
且 |F(z)| 在 [0,1] 上 单调 递增 , 求实 数 m 的 取 值 
范围 ; 

(3) 已 知 m € R, 存在 z < [1,2], 使 G(x) = 
jmf(z) 一 2g(z)| < 2 成 立 , 求实 数 m 的 取 值 范 
围 . 

对 第 (1)、(2) 小 题 , 学 生 答 得 很 好 , 但 第 (3) 
小 题 不 是 很 好 .主要 原因 是 学 生 找 不 到 解决 问 
题 的 突破 口 ; 


其 次 是 利用 分 类 方法 进行 讨论 的 时 候 , 分 类 


标准 找 不 到 或 者 是 分 类 情况 太 多 , 要 分 m > 0， 
m 二 0, m < 0 三 种 情况 , 当 m 关 0 时 , 又 要 按照 
对 称 轴 与 区 间 [1,2] 的 关系 进行 讨论 , 情况 比较 
多 又 繁琐 . 

如 果 我 们 可 以 仔细 分 析 题 目 中 的 条 件 , 充分 
挖掘 结论 成 立 的 充分 条 件 , 就 可 以 使 解决 问题 
变 得 方便 ， 要 存在 实数 Zz € [1,32], 使 G(x) = 
[mf (x) 一 29(z)| < 2 成 立 , 则 它 的 充分 条 件 就 是 
存在 某 一 个 zo € [1,2], 使 G(xo) = |mf(zo) 一 


29(X0)| < 2. 那么 如 何 选择 zo 呢 ? 一 般 来 说 , 先 
考虑 简单 方便 的 ,对 于 该 题 , 优先 考虑 zo = 1， 
G(D) = ml < 2, 即 -2 < m < 2. 当然 这 样 求 
出 的 m 的 取 值 范围 不 一 定 完 整 ， 还 应 该 考虑 当 
m > 2 或 者 m < 一 2 时 , 是 否 存 在 Zo & [1,2], 使 
G(z) = [mf(z) 一 29(z)| < 2 成 立 . 实际 上 可 以 
发 现 : 

当 m > 2 时 , G(X) 的 A 二 4 一 8m <0. 由 
于 z € [1,2], 故 

C(z) = 一 | rm2z22 一 2 十 引 一 nz2 一 2 十 2 > 
2z2 一 2 十 2 2. 

当 m < 一 2 时 , 由 于 x & [1,2], 故 

G(X) = |mz —2z+2| > |mz2 一 2 一 2 = 
一 0022 十 20 一 2 > 222 十 20 一 2 > 2. 

因此 当 m，> 2 或 者 mm < 一 2 时 ，G(z) > 
2， 即 不 存在 X € [1,2], 使 G(x) = |Imf(x) ~ 
29(X)| 忒 2 成 立 . 

综 上 可 知 , 当 一 2 < m < 2 时 , 存在 x < 
[1,2], 使 G(x) = |mf(z) 一 2g(z)| < 2 成 立 . 

对 于 这 个 解法 , 我 们 是 利用 充分 条 件 : 当 zo 
= 1 时 , G(X) = |mf(z) — 29(z)| < 2, 找到 了 
一 2 < m < 2, 优化 了 分 类 方法 , 减少 了 讨论 的 种 
类 , 使 得 解决 问题 的 效率 提高 了 很 多 . 也 许 学 生 
会 觉得 这 个 很 凑巧 , 但 我 们 从 解决 问题 的 角度 来 
考虑 , 从 特殊 到 一 般 , 先 考虑 区 间 的 两 个 端点 , 再 
选择 区 闻 的 中 点 , 也 会 觉得 很 自然 . 对 于 该 题 , 我 
们 可 以 把 zo = 1、2、 5 先后 代入 不 等 式 G(x) = 
Imf(z) 一 29(z)| < 2, 解 得 m 的 取 值 范围 分 别 是 
—2<msg20<mg1l1 和 mm 人 < <. 因 
此 可 以 验证 得 mm 的 取 值 范围 是 -2< m < 2. 这 
种 解法 比较 资 巧 的 地 方 是 , 对 mm > 2 和 m < 一 2 
的 验证 方法 比较 简便 . 

因此 , 在 平时 的 教学 中 , 我 们 要 适当 地 引导 


学 生 去 发 现 题 中 的 充分 条 件 , 利用 它 优化 分 类 方 


法 , 减少 讨论 种 类 , 提高 解 题 的 效率 . 
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二 、 利用 结论 成 立 的 必要 条 件 优化 分 类 方法 

数学 中 还 有 一 类 恒 成 立 问题 , 涉及 求 字母 的 
取 值 范围 . 我们 在 解决 问题 的 时 候 可 以 先 寻 找 
问题 的 必要 条 件 ， 青 在 必要 条 件 中 寻找 充 要 条 
件 , 有 时 间 题 会 变 得 简便 且 容 易 操 作 , 下 面 举 几 
个 例子 . 

例 2 f(z) = az3 一 3z 二 1 对 于 ze [~1,1), 
总 有 flz) > 0, 则 o= 

这 是 2008 年 全 国 江 苏 荔 高 考 江苏 卷 的 一 道 填 
空 题 . 解决 该 题 的 常规 解法 是 求 导 , 然后 利用 
分 类 方法 进行 讨论 , 即便 具有 扎实 数学 基础 的 学 
生 , 也 得 花 7、8 分 钟 的 时 间 解 决 . 事实 上 , 我 们 
可 以 利用 必要 条 件 , 先 将 区 间 内 的 特殊 值 代入 来 
缩小 讨论 的 范围 . 优先 考虑 区 闻 的 两 个 端点 , 得 
到 2 a 4. 如 果 还 能 继续 寻找 特殊 的 点 ， 如 

车 助 于 二 分 法 的 思想 , 找到 特殊 点 ,问题 解决 
会 更 方便 . 即 / (3 > 0 得 a 之 4 因此 a 二 4 

例 3 (2011 年 全 国 高 考 浙江 卷 ) 设 函 数 六 z) 
= (zr—a) lnz,a€R. 

(1) 若 xz = e 为 y = f(x) 的 极 值 点 , 求实 数 
0 

(2) 求 实数 a 的 取 值 范 围 , 使 得 对 任意 的 x € 
(0, 36], 恒 有 f(x) < 4e? 成立. 

该 题 是 2011 年 浙江 卷 的 最 后 一 题 , 解 题 思路 
很 常规 , 即 求 出 f(z) 在 区 间 (0,3e] 上 的 最 大 值 ， 
只 要 f(z) 的 最 大 值 小 于 等 于 4e? 就 可 以 了 . f(z) 
的 最 值 变 利 用 导数 知识 并 利用 分 类 方法 进行 讨 
论 , 而 学 生 找 不 到 分 类 的 标准 , 再 加 上 字母 参数 
多 , 又 是 最 后 一 道 解答 题 , 时 间 也 不 够 充裕 , 因此 
得 分 相对 比较 低 . 如 果 学 生 能 充分 利用 结论 成 
立 的 必要 条 件 , 那么 该 题 的 大 部 分 分 数 还 是 可 以 
拿 到 的 . 

当 zZ E (0, 3e] 时 ， 对 函数 了 2) 进行 求 导 ， 得 
jz) = (z 一 0) (1+2Inz 一 二 ). 到 这 步 , 学 生 
无 法 判断 导 函 数 的 符号 就 止步 了 . 如 果 利 用 题 
目的 必要 条 件 f(3e) < 4e? 解 得 

2e 2e 
Vin 3e Vin 3e 

由 3e 2_ -se-_ 2 >ase- 

in 3e Vi+ln3 





a de 
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2e>>1 得 a > 1， 这 样 就 可 解决 导 函 数 的 符号 问 
题 了 . 易 判 断 h(x) = 二 1+2linz 一 二 在 区 间 z GE 
(0, 3e] 上 是 一 个 增 通 数 . 又 h(1)= 二 1 一 a < (0， 
h(a) = 2Ina > 0, 因此 必 存 在 Xo < (1,a), 使 
h(x0) = 0. 经 过 这 样 的 分 析 后 , 我 们 已 经 可 以 对 
导 函 数 记 lz) = (z 一 0) (1+2Inz 一 二 ) 的 符号 
作出 判断 : 

当 z e (0,zo) 时 , f(z) > 0, f(x) 单调 递增 ; 

当 2 € (zo,Q) 时 , f(z) < 0, f(x) 单调 递减 

当 z € (a, 3e] 时 , f'(x) > 0, f (7X) 单调 递增 . 

所 以 当 z € (0,3e] 时 , 最 大 值 点 只 可 能 是 
Z 一 YY0 和 7Z 一 3e. 

当 w = 3e 一 -下 二 时 有 (3e) = 4e2; 

又 由 本 例 第 (1) 小 题 知 , 当 a = 3e 时 , Zo = 
为 极 值 点 , 且 f(e) = 4e?. 所 以 实数 


QE 上 一 2 as| 
Vin3e 
在 这 里 , 我 们 通过 题目 的 必要 条 件 Jae) < 
4e2, 使 得 实数 a 的 取 值 范围 缩小 为 


< a 3e 十 一 一 一 


2e e 

Vin3e | Vin3e 

又 通过 讨论 导 函 数 的 符号 使 得 函数 f(x) 的 
整体 状况 和 最 大 值 点 非常 清晰 , 有 利于 问题 的 解 
决 . 

上 面 所 举 的 例子 在 平时 的 教学 中 经 党 过 到 . 
分 类 方法 是 一 种 重要 的 解 题 策略 , 对 于 培养 学 生 
思维 的 严密 性 、 严 谨 性 和 灵活 性 以 及 提高 学 生 
分 析 问 题 和 解决 问题 的 能 力 无 疑 具 有 很 大 的 玫 
助 . 然而 对 于 利用 分 类 方法 进行 讨论 问题 , 学 生 
很 怕 , 而 学 生 的 问题 就 是 不 知 如 何 分 类 , 或 者 分 
类 太 多 , 或 者 分 类 标准 不 清楚 . 如 果 我 们 能 够 合 
理 地 分 析 题 目 , 挖掘 题 中 的 充分 条 件 , 优化 分 类 
方法 , 减少 讨论 种 类 ; 利用 必要 条 件 , 缩小 讨论 的 
范围 , 就 可 以 事半功倍 . 当然 , 这 不 是 可 以 一 中 而 
就 的 , 需要 在 平时 教学 中 渗透 , 要 求学 生 仔细 控 
据 、 深 入 分 析 、 多 思考 、 优 化 分 类 方法 、 减少 讨 
论 种 类 或 者 缩小 讨论 范围 , 从 而 达到 迅速 、 准 确 
解 题 的 目的 . 
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一 感 多 解 ”沟通 高 数 初 数 


430079 湖北 省 武汉 市 华中 师范 大 学 国家 数字 化 学 习 工 程 技术 研究 中 心 “ 彭 合 成 


以 前 常 有 人 间 : 一 个 中 学 数学 老师 学 那么 多 
的 高 等 数学 课程 , 到 底 有 多 大 作用 ? 现在 这 样 问 
的 人 少 了 , 高 中 教改 使 得 教学 内 容 变化 较 大 , 又 
增加 了 许多 选修 内 容 . 那么 高 数 与 初 数 如 何 结 
合 , 才能 达到 一 种 比较 理想 的 状况 呢 ? 

很 多 数学 家 、 数学 教育 家 , 还 有 广大 的 高 校 
老师 、 中 学 老师 都 在 思考 这 个 问题 , 并 不 断 有 研 
究 成 果 呈 现 . 如 卫 克 莱 因 的 《高 观点 下 的 初等 数 
学 》 、 张 莫 罕 , 邹 一 心 的 《现代 数学 与 中 学 数学 》 
算得 上 代表 性 著作 . 如 果 不 纠结 于 书 名 , 很 多 名 
家 所 写 的 普及 性 著作 都 可 列 入 此 列 ， 辟 如 上 海 
教育 出 版 社 的 《初等 数学 论 从 》, 其 中 的 文章 , 居 
高 临 下 , 深入 浅 出 . 国内 高 校 教师 发 表 初 数 文章 ， 
通 第 不 被 学 校 认 可 , 国外 高 校 是 认可 初 数 文章 的 ， 
但 其 研究 远 比 我 们 深入 . 

F 克 莱 因 曾 提 出 一 个 名 词 : 双重 忘记 , 意思 是 
进入 大 学 学 习 高 等 数学 忘记 了 中 学 数学 , 毕业 后 
去 当中 学 老师 又 忘记 了 高 等 数学 .. 据 笔者 所 知 ， 
确实 是 如 此 ， 相 当 部 分 的 大 学 生 感 觉 不 到 大 学 
数学 和 高 中 数学 有 什么 联系 , 基本 上 是 重新 学 习 
一 个 新 东西 , 而 不 是 在 前 面 的 基础 上 提升 . 而 走 
上 中 学 教师 的 岗位 之 后 , 所 学 的 高 数 知识 又 不 大 
用 得 上 . 

弗 赖 登 塔 尔 强调 : 为 什么 中 学 数学 和 大 学 数 
学 之 间 缺 口 的 弥补 工作 拖延 了 这 人 么 久 , 至 今 仍 未 
实现 ? 随 着 数学 的 社会 重要 性 日 益 增 长 , 沟通 缺 
口 的 迫切 要 求 也 更 强烈 . 今天 我 们 若 想 实现 卫 克 
莱 因 的 想法 , 去 教 “高 观 点 下 的 初等 数学 ”, 就 必 
须 从 接近 中 学 数学 的 较 低 水 平 做 起 . 

基于 此 , 笔者 认为 可 以 寻找 一 些 题目 , 分 别 
用 高 数 和 初 数 方法 来 解 ， 两 相对 比 看 看 各 自 特 
色 , 加 深 对 高 数 和 初 数 的 理解 . 这 些 题 目 自然 也 


成 了 沟通 高 数 和 初 数 之 间 天 然 的 桥梁 现 举例 
如 下 . 


例 1 设 和 NN 是 具有 1998 位 , 每 一 位 都 是 1 的 
十 进位 正 整数 , 即 N = 111.… 111, 求 VN 小数 


1998 个 1】 
点 后 第 一 千 位 . 
高 数 解法 : 设 N = 0 一 一 1 
9 了 


VN _ 101998 一 1] 
9 


一 - 0 人 /1 _ 10~1998 





10999 10 一 1998 
(此 处 用 4 泰勒 展开 ) | 1998 
=< , 则 10809V 克 = 包工 





$+ 区 的 小 数 点 后 第 一 位 是 1, 所 以 V 可 小 
数 点 后 第 一 千 位 是 1 
01998 一 1 


初 数 解 法 : 设 N = 一 
101000V 克 = 101000 /110 一 1 

9 
VIO —107005 


3 ; 
由 (101999 _ 7)? 一 103998 _ 102000 一 (101999 _ 


1999 _ 1999 _ 
人 4? 可 得 了 一 < 101000 YN ~ 二 


即 333.… .331 < 101000VN < 333...332, 所 以 
VN 小数 点 后 第 一 千 位 是 1. 

评析 : 高 数 解 题 , 由 于 工具 强大 , 解 题 十 分 简 
便 , 而 初 数 解法 则 需要 更 多 的 技巧 . 

例 2 设 s 是 单位 圆周 的 任意 一 段 整个 位 于 
第 一 象限 的 弧 ， 4 是 位 于 弧 s 下 面 和 xz 轴 上 面 的 
区 域 的 面积 , BB 是 位 于 y 轴 右 侧 和 红 s 左 侧 之 间 
区 域 的 面积 . 证明 : 4 十 B 只 依赖 于 弧 8 的 长 度 
而 与 弧 s 的 位 置 无 关 ， 

高 数 解 法 : 4 = | ， V1— wx?2dr 


Pe a 2 
=|。 V1~ cosz2( 一 sin wadu=| sin” udu. 
Cr 


0-20 
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k k k—1 
同 理 B = | V1— vdy = | cos2 vd 则 之 = 2 D .OK 2 Dk+1 2 ok 
B 有 oo CO 一 
所 以 A+ = | sin 2udu + | cos udu = > + 2 ) 
ox 位 天 一 2 六 一 工 
= fsin2 人 十 cos2u)du 一 有 一 上 吕 -5_&- 人 kkl_ 1 1] 
初 数 解法 : 如 图 1, 2 2 k=1 2 k=1 8 k=1 2 
4 十 已 = SEGKF + ScpHG + 25 FF 所 以 一 < 2 
设 M= 记 ， 
= 2(SA0GK + SAOGH + S$ GFR) k=1 2 
= M_ Sk _k 
25 GH 则 -2 一 和 3.3K 和 kT 
vy 77 2 
ED ED -DD. 
F K 一 和 2k -名 2 “五 
-> (k— 1)? 
E H 2k 
M _ M_ ep 一切 
2 = 2 -名 3 包 2 
O CD 25 -2 这 下 =2.:2-1=3， 


1 

评析 : 虽然 微 积分 才 是 解决 面积 问题 的 根本 
方法 , 但 对 于 此 题 而 言 , 使 用 微 积分 这 一 工具 , 有 
点 "高 射 雹 打 蚊 子 -一 大 材 小 用 ”， 初 数 巧 解 有 时 
也 让 人 惊叹 

以 上 两 题 出 自 美国 大 学 生 数 学 竞赛 . 我 国 大 
学 生 数 学 竞赛 基本 上 都 是 考察 高 数 知识 , 很 少 有 
这 样 可 以 用 初等 数学 完成 的 题目 ， 出 一 些 大 学 
生 能 做 , 中 学 生 也 能 做 的 题目 不 是 更 好 么 ? 

例 3 计算 : 2 和 


高 数 解法 : 考虑 级 数 闫 守 二 一-， 
二 1 2 i1— 








之 
2 
1 
对 之 求 导 呈 2 一 一 
上 二 1 2 ri 
1] 一 之 
-中 
1 
对 之 求 导 Dk(k ~ 2 ; 
人 
2 
将 两 式 相 加 , 令 z 一 1 可 得 沁 多 一 6. 
二 1. 


初 数 解法 : 我 们 熟知 二 让 一 
设 5= 二 大 ， 


评析 : 此 题 来 自 一 位 网 友 的 提问 ， 他 想 知 道 
这 个 巧妙 的 高 数 解法 到 底 是 如 何 想 到 的 . 对 此 ， 
笔者 也 无 能 为 力 . 若 不 是 妙手 偶 得 之 , 必定 是 干 
锤 百 炼 而 成 .而 笔者 给 出 的 初 数 解法 则 容易 看 
懂 一 些 , 用 到 的 是 求解 无 穷 递 缩 等 比 数列 时 的 入 
门 方法 . 

例 4 求 数列 V50,2vV49,3V48,… ,49V2， 
50 各 项 的 最 大 值 . 

高 数 解法 : nV 红 T 一 元 二 V2051 一)， 则 
(n2(51 — n))’ = 一 322 十 102n = 0, 得 n = 34， 
容易 判断 函数 先 增 后 减 , 最 大 值 为 34V17. 

初 数 解法 : nV51 一 n = Vn2(51 一 n) mn) 


mn2(51—n)=4.%.9.(51—n) <4. (a) ， 


当 且 仅 当 了 = 51 一 n, 即 n = 34, 取得 最 大 值 
34V17. 

评析 : 毫 无 疑问 , 高 数 在 解决 极 值 问题 方面 
优势 是 巨大 的 . 因为 从 数学 的 发 展 来 看 , 当初 微 
积分 的 产生 和 发 展 , 其 中 原因 就 是 为 了 求解 极 值 
问题 . 初 数 解 决 需要 拼凑 , 才能 使 用 均值 不 等 式 . 

例 5 求证 : 人 > BDz zz 者 
为 正 数 . 


分 析 : 如 果 是 求证 z 十 y 之 2V7zy, 则 立刻 可 
化 为 (VT 一 V9)? > 0. 加 了 一 个 变量 之 后 , 证 明 
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难度 增加 了 不 少 . 有 资料 提供 了 证 法 1. 

证 法 1: 设 f(z)= 7x3 一 3abr 十 a3 十 bz > 
0, 则 f(x) = 3z2 一 3ab. 令 了 f(x) = 0, 7 = Vab. 
当 0 < z < Vab 时 , f/(x) < 0; 当 Vab < z 时 , 
jz) > 0; 所 以 了 (zx) 在 x = Vab 处 取得 最 小 值 . 

f(Vab) = (Vab)? — 3abVab + as + = 
(Va3 一 V63)? > 0, 所 以 

f(c) = 0 一 3abc 十 a3 十 > 0, 换 元 可 得 


3 之 /TYZ. 
a+b ,ctd 
Yo + ves ved > Yabcd. 


令 @ = 2,b0 = Yc = 2,d = TY2, 代 
入 etotetd > Wabca 可 得 yt > 


证 法 3: z3 十 好 十 23 一 3zyz 一 35(z 十 4 十 
zj[(z 一切 "二 (一 2 十 (z 一 2)2 >0. 

验证 此 式 是 容易 的 , 问题 是 如 何 发 现 这 个 恒 
等 式 呢 ? 为 何 Z3 十 ?3 十 2 一 3TYyzZ 含 有 XY 十 Y 十 之 
这 一 因子 . 如 果 从 行列 式 的 角度 来 看 , 一 切 都 是 
显然 的 . 








TX UV 2 
Z3 十 3 十 2 一 3zyz 一 |z 2 3 
Yy Zz 2 
TYy+z2 和 十 2 十 2 XYZ 


一 之 2 y 





y Z 2 

一 (zZ 十 9 十 2(Z2 一 2 十 只 一 zz 十 22 一 00 
= #0 ty + [rN + (y+ (2— 2) 

评析 : 证 法 1 用 了 高 数 知识 , 但 反而 不 如 证 法 
2 和 证 法 3 简练 . 证 法 3 中 的 恒等式 好 似 无 缘 无 
故而 来 , 而 借助 高 数 知识 却 能 理 清 其 来 路 . 如 果 
要 证 n% 元 的 均值 不 等 式 , 下 面 证 法 要 比 和 常见 的 数 
学 归纳 法 等 简便 . 证 明 : 可 用 微 积分 先 证 e* > ex 
( 略 , 从 图 2 来 看 是 显然 的 ). 

设 G= Waraa aon, 则 en 6 
ee 人 > es -一 en， 
则 名 + eo t-ten > 
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总 体 来 说 , 初 数 是 高 数 的 基础 , 高 数 是 在 初 
数 基础 上 的 一 大 飞 哮 . 高 数 中 有 很 多 有 用 的 解 题 
工具 , 用 起 来 非常 方便 .但 我 们 也 不 能 认为 , 凡 
是 高 数 解法 就 一 定 要 优 于 初 数 解法 , 用 了 高 数 知 
识 束 高 人 一 等 . 以 上 的 题 县 已 经 在 一 定 程度 上 
说 明了 这 一 点 . 我 们 下 面 再 给 出 一 例 . 

例 6 求证 : zl0 一 x 十 X22 一 z 十 1>0. 

某 资 料 认为 此 例 直接 证 明 十 分 困难 , 需要 构 
造 酒 数 才 能 巧妙 解决 . 于 是 给 出 下 面 的 解法 , 用 
到 了 微 积 分 知识 . 

证 法 1: 设 z = a4, 构造 函数 (zx) = a2z2 一 
oz+a?2—a++1l. 

当 @? = 0 时 , f(z) = 1; 

当 @? > 0 时 , f/(x) = a2(2z — 1); 当 0 < 
z < 3 时 , f(z) < 0; 当 3 < z 时 , P(z) > 0; 所 


以 f(z) 在 2 = 1 处 取得 最 小 什 / (§) = 307 - 


2 
1 1) > 0, 所 以 f(x)>0. 


oa+1= 302+ > 
以 上 的 换 元 , 可 列 为 怪 招 之 内 了 , 证 法 不 自 
然 , 其 实 直 接 证 明 并 不 困难 . 
证 法 2: zl 一 Z6 十 z2 一 十 I 
_i 10 ， 1, 10 oo 6 2 
一 57 + 3(7 2X 十 2) 
1/ 2 1 
+3(7 27 + 1)+3 
— 10 ,12/4 12 1/ 1\2 ,11 
= 537 十 2 (7 1 十 二 1 十 忆 
1 
>3>0. 
证 法 3: zw10 一 x 十 Xx? 一 Zz 十 1 
一 22(z8 一 2Z4) 十 Z2 一 区 十 1 
2 2 
_ 21( 4 工 (2 2 
一 + 人 2) 3 


2 
>3>0. 
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一 道 高 考 折 翅 问题 的 求解 及 推广 


314200 浙江 省 平湖 市 新 华 爱心 高 级 中 学 毛 良 忠 


对 立体 几何 的 考查 , 在 历年 的 高 考 中 向 来 是 
小 心 惨 惨 的 ， 一 是 由 于 新 课程 引进 了 向 量 工 具 
后 , 几何 的 教学 是 重 逻 辑 推理 还 是 重演 算 方 面 争 
议 很 大 ; 二 是 作为 指挥 棒 的 高 考 命 题 对 平时 教学 
的 导向 作用 是 不 言 而 喻 的 . 2009 年 是 浙江 新 课 
程 改革 的 高 考 第 一 年 , 在 高 考试 卷 上 立体 几何 有 
一 道 填充 题 一 道 选择 题 和 一 大 题 , 在 填空 题 中 首 
次 出 现 了 考查 空间 图 形 的 翻 折 , 在 逻辑 思维 能 力 
及 运算 能 力 、 空 间 想 象 能 力 等 方面 进行 了 全 面 
考查 . 2010 年 浙江 卷 中 , 几何 翻 折 问题 以 15 分 的 
大 题 再 次 登场 , 在 数学 能 力 方面 进行 了 更 高 要 求 
的 考查 , 在 学 生动 手 能 力 、 空 间 想象 能 力 、 转 化 
思想 等 方面 提出 了 更 高 的 考核 要 求 . 面 对 这 样 一 
个 实践 操作 性 很 强 的 空间 几何 问题 , 许多 考生 望 
而 却步 纷纷 败 下 阵 来 . 下 面 笔 者 就 这 道 高 考题 
的 求解 和 问题 的 推广 做 一 番 研 究 . 

问题 呈现 (2010 年 浙江 着 理科 第 20 题 ) 如 
图 1, 在 和 矩形 4BCD 中 , 点 五 、 五 分 别 在 线 毁 上 
4B、4D 上 , AE = EB = AF = 2pD = 
4. 沿 直 线 玉 下 将 人 AEF 释 折 成 人 A'EF, 使 平面 
A'EF | 平面 BEF. 

(了 ) 求 二 面 角 4 一 FD 一 C 的 余弦 值 ; 

(TI) 点 MM、N 分 别 在 线段 FD、 BC 上, 若 沿 
直线 MN 将 四 边 形 NCD 同上 翻 折 , 使 点 CC 
与 点 4 重合, 求 线段 FM 的 长 . 





1 
对 于 这 个 问题 的 求解 , 可 通过 折 一 折 、 想 一 
想 、 算 一 算 来 实施 . 通过 实际 动手 演示 发 现 , 由 


于 平面 AEF 1 平面 BEF, 可 在 折纸 的 过 程 中 
找到 三 条 两 两 牌 直 的 直线 , 进而 转化 为 在 空间 直 
角 坐 标 系 中 求解 .在 操作 中 不 难 发 现在 翻 折 过 
程 中 有 MC = M4 和 六 4 = NC, 选择 哪个 量 
来 运算 , 由 结论 求 线段 FM 的 长 应 该 选 MC = 
MA', 具体 过 程 如 下 : 

在 矩形 ABCD 中 ,由 于 AE = 4F = 4, 平 面 
A'EF 上 平面 BER, 故 建立 如 图 2 以 直线 下 为 
+ 轴 , 线段 忌 瑟 的 垂直 平分 线 为 y 轴 ,CA4 为 z 轴 
的 空间 直角 坐标 系 . 





图 2 


易 得 4/(0,0,2V2)、 妃 (一 2V2,0,0)、 玉 (2V2， 
0,0)、C(V2,7V32,0). 设 FM 为 m, 则 点 M 的 坐 


标 为 (Gm+ vs 你 wo 由 AMC = MA 


2 2 
(Bm+ V5) + (A 一 "v3) 


= (Fmt + (en) +(2vV2)?, 


计算 得 m = 元 . 

( 注 : 标准 答案 提供 的 建 系 方法 是 以 直线 4D 
为 x 轴 , 直线 4B 为 y 轴 .) 

对 于 上 面 的 解答 过 程 应 该 是 令 人 满意 的 , 如 
果 我 们 将 翻 折 后 的 图 形 , 展开 恢复 到 平面 后 又 有 
什么 发 现 呢 ? 通过 实际 操作 会 发 现 , 如 果 将 上 面 
的 空间 图 形 展开 后 折 痕 MAN 应 与 PC 垂直 (如 图 


得 
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3)， 从 量 的 角度 看 , 应 有 4P2 + PH? = CH?. 
知 将 这 个 图 3 放 到 平面 直角 坐标 系 中 , 如 图 4, 如 
有 洒 能 求 出 直线 MA 的 方程 , 则 FM 的 长 就 是 DF 
与 直线 MAN 在 y 轴 上 截 距 的 差 . 这 样 的 想法 令 人 
振奋 , 下 面 的 过 程 应 该 是 自然 的 . 





具体 过 程 : 以 直线 DC 为 z 轴 , 直线 DA 为 y 
轴 ， 则 P(2,8)、C(8,0)， CH? ~- PH? = 8 且 


CH + PH = PC = 10, 解 得 CE = 


由 于 直线 PC 的 斜率 为 ,所 以 直线 MN 
的 斜率 为 了 . 设 直线 MN 的 方程 为 y 一 2 十 由 


由 点 0C 到 直线 MN 的 距离 为 CR = 于 得 ， _ 


3 3 21 
7 故 FM 一 6 一 工 = 本 


在 翻 折 问 题 中 , 将 立体 几何 平面 化 , 借助 平 
面 解析 法 来 操作 , 这 样 的 转化 化 归 思想 是 高 考 对 
学 生 能 力 考查 的 重点 , 是 学 生 必 须 掌握 的 . 从 上 
面 的 解答 过 程 我 们 发 现 , 善于 抓 住 图 形 的 位 置 关 
系 和 运动 中 的 内 在 数量 关系 (如 AP? + PH? 二 
CH?) 是 解 题 的 关键 . 

上 面 我 们 通过 两 种 方法 对 这 道 高 考题 进行 
了 解答 , 如 果 折 外 过 程 中 两 个 平面 组 成 的 角 是 锐 
角 或 钝 角 又 怎样 折 呢 ? 用 我 们 数学 的 问题 来 说 ， 
你 能 将 此 问题 一 般 化 吗 ? 即 问题 改 为 : 现 沿 直线 
EF 将 AAEF 翻 折 成 人 A'EBF， 使 平面 A'EF 
与 平面 BBEF 成 a 和 角 , 若 再 沿 直线 MN 将 四 边 形 
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MNCD 向 上 翻 折 , 使 点 C 与 点 4 重合 , 求 线 段 
FM 的 长 (如 图 5). 

这 个 问题 对 我 们 的 思维 提出 了 更 大 的 挑战 . 
下 面 我 们 利用 方法 2 将 它 展 开 后 转化 为 平面 问题 

如 下 图 6, 设 点 4 在 平面 BC 上 的 投影 为 
点 G, 则 PG = APcosQ = 2V2cosa, 建立 平 
面 直角 举 标 系 后 , 如 图 7, 得 


G(2+2co0sQ,8— 2cosa). 0C(8,0), 
4— coso 3 一 Cos C 


一 3 十 cosa 4— coso 





kac = MN 一 





3 一 CosC 


设 直线 MN 为 y = 





acosar te 由 四 边 


形 MNCD 向 上 翻 折 后 点 C 与 点 4' 重 合 得 HOC? 


-GH* = (APsina)? = 8sin2aw, 而 CG = 





HC+GH = 2V(3— cosa)? + (4— cosa)?, 解 
27 一 1I4cos aw 
得 HC = 一 一 一 一 一. 
得 V(3— cosa)? + (4— cosa)? 
又 由 点 CC 到 直线 MMN 的 距离 
j= [3(3 一 cos w)] + b(4 — cos a)| _ HC, 
V(3— cosa)?+ (4— cosa)? 
帮 b 二 3 一 6cosa 
“sc3_6cosa 21 
所 以 FM 一 6 一 4 一 cosw 4—cosa’ 


特别 地 , 当 aw = 90°? 时 , FM = 元. 

更 一 般 地 , 若 4 = a,AD = 岂 4 瑟 = cc， 
LAEF = 9, 平面 A4'EBF 与 平面 BEF 成 a 解 , 则 
满足 题 意 的 

FM = (a2 + b2)cos0 — 2bcsingd 

[22 — csin 20(1 + cos al cos0 

善 学 、 善 思 才 能 善 作 、 善 成 , 在 数学 学 习 中 我 
们 如 果 能 经 常 问 如 何 、 为 何 、 能 否 等 不 断 提 升 自 
己 思 辩 的 问题 , 换 一 种 眼光 看 问题 , 那么 我 们 的 
数学 学 习 应 该 是 快乐 的 , 这 样 的 数学 才 是 令 人 好 
玩 有 趣 的 . 
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一 类 取 值 学 围 器 题 页 的 解法 已 


224700 江苏 省 建 湖 高 级 中 学 下 以 军 


在 近 几 年 全 国 各 地 的 高 考试 题 中 , 利用 导数 
求 不 等 式 中 某 一 参数 的 范围 问题 非常 活 牙 , 旦 常 
以 压 辅 感 的 形式 出 现 . 它 的 一 般 形式 是 : 知 关 于 
Z 的 不 等 式 j(z,a) < 0( 或 > 0 对 区 间 了 中 一 切 
Zz 都 成 立 , 求 a 的 取 值 范围 . 一 般 的 解法 有 两 种 : 
一 是 求 出 f(x, a) 在 I 中 的 最 大 值 ( 或 最 小 值 ), 进 
而 求 出 a 的 范围 ; 二 是 用 参数 分 离 法 , 即将 不 等 
式 转化 为 g(z) < a (或 oa) 的 形式 ,其 中 9(z) 
中 不 含 参数 a, 再 求 出 9(z) 在 了 中 的 最 大 值 ( 或 最 
小 值 ), 进而 求 出 a 的 范围 . 方法 一 通常 要 分 类 讨 
论 , 对 能 力 的 要 求 较 高 ; 方法 二 只 需求 出 不 含 参 
数 的 函数 的 最 大 和 值 或 最 小 值 , 如 果 这 个 函数 比较 
简单 ， 则 相对 比较 容易 .因此 在 平时 的 教学 中 ， 
老师 和 同学 们 都 喜欢 用 方法 二 , 且 属 试 不 更 . 但 
2010 年 的 几 道 高 考试 题 却 使 一 些 人 备 受 打击 , 方 
法 二 似乎 难 上 加 难 , 且 有 些 老 师 屡 斌 未果, 直至 
现在 仍 有 人 不 断 尝试 , 试图 找到 破解 的 方法 . 
此 , 笔者 认为 , 有 对 这 类 问题 进行 深入 研究 的 必 
要 , 以 供 大 家 参考 . 

题 1 (2010 年 新 课 标 全 国 卷 ( 理 ) 第 21 题 ) 设 
画 数 ffz) 一 ez 一 1 一 7 一 QZ2. 

(1) 若 a = 0, 求 f(x) 的 单调 区 间 ; 

(2) 若 当 z > 0 时 , f(z) > 0, 求 4 的 取 什 范 
围 . 

为 便于 分 析 、 比较 , 现 将 原 解 法 也 一 并 给 出 : 

(1) 当 a = 0 时 , f(z7) 一 ez 一 1 一 2 f(r)= 
ez 一 1. 当 7z € (00,0) 时, f'(x) < 0; 当 7r € 
(0, 十 00) 时 , f(z) > 0. 故 f(x) 在 (一 o0,0) 单 调 
递减 , 在 (0, 十 co) 单调 递增 . 

(2) f'(z) = e® 一 1 一 2c7z. 

由 (1) 知 ez > 1 二 2z, 当 上 且 仅 当 z = 0 时 等 号 
成 立 . 故 了 (zx) 之 一 2azx = (1 — 2a)x. 

从 而 当 1 一 2c>0， 即 w 科 了 时 f'(z) 之 0 (zy 
0), 而 (0) = 0, 于 是 当 z > 0 时 | f(z) 之 0. 由 
ez >1 二 2Z(ZC 天 0) 可 得 e- 二 > 1 一 (x 0). 


从 而 当 a > 3 时， f(x) <e*—1i+2a(le ?— 
1) 一 ez7(ez 一 1)(ez — 2a). 
故 当 z € (0,In24) 时 , f(z) < 0, 而 f(0) = 0， 
于 是 当 zx E (0,1n 2a) 时 , f(x) < 0. 

次 合 得 5 的 取信 范围 为 ( -co 

上 述 解 法 中 第 (2) 小 题 应 用 了 第 (1) 小 题 的 
结论 , 学 生 不 易 想到 . 也 可 以 不 用 第 (1) 小 题 的 结 
论 直 接 求 解 , 这 里 不 再 歼 述 了 . 如 果 采 用 参数 分 
离 法 , 则 有 : 

当 z 风 0 时 , f(7X) 之 0, 即 ?一 1 一 + 一 ax? 之 
0, 即 ez 一 1 一 x > ax?. 

当 二 0 时 ， 不 等 式 成 立 ; 

当 z > 0 时 , 不 等 式 即 己 一 语 一 >a 


人 2 
设 g(z) = $+ (2 >0), 
则 有 g(x) 二 EY eto),. 


设 h(7z) 二 ex*(x 一 2) 十 (Zz 十 2) (x > 0), 则 有 
hz) 一 er(Z 一 2) 十 ee 十 1 一 er(z 一 1) 十 1. 

设 m(z) = er(z - 1 +1(z > 0), 则 有 
m (x) 一 er(2 一 起 十 ez = ver. 

>0 时 ,nz) > 0 m(z) 在 (0, 十 00) 
上 是 增 函 数 , … mm(z) > m(0) = 0. 

从 而 户 (z) > 0 htz) 在 (0,+co) 上 是 增 
函数 , … h(x) > h(0) = 0. 

从 而 gz) > 0 所 以 g(z) 在 (0, 上 +coe) 上 是 增 
函数 . 

由 于 x = 0 不 在 9(2) 的 定义 域 中 , 且 当 z 一 








0 时 , g(z) = 一 和 多 一 + 是 9 型 的 待定 型 , 所 以 
根据 洛 必 达 法 则 有 : ( 1 
。 .  (e?—z—o1) . 一 
lm 9(2)= lim Ly 一 lim 2 
er 一 1 ez _ 1 
-lm a -lms 3 
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因此 9(z) > > 从 而 c 忒 
沧 轩 为 { -oo, 引 | 

题 2 (2010 年 湖北 卷 ( 理 ) 第 21 题 ) 设 函数 
f(x) = az 十 + cl > 0) 的 图 象 在 点 (1, f(1)) 
处 的 切线 方程 为 y = xz 一 1. 

(1) 用 a 表示 出 be; 

(2) 若 f(x) 之 nz 在 [1， +o0) 上 恒 成 立 ， 求 a 
的 取 值 范围 ; 

(3) 咯 . 

解 :(1) f(x) = 二 a 一 三 ， 


| f(D) =a4b+e=0, 


,所 以 a 的 取 什 


了 一 4 一 ?一 1， 
, b=a—1, 
m8 c= 二 1— 20. 
(2) 由 (1) 知 , f(z) =az+ 2 = +1— 20. 
令 9(Z) = f(z) 
2a — lnz,x € [1,+o0), 则 g(1) = 0， 


一 nz 一 az 十 和 一 上 





加 a—l1 1 ax 一 2 一 (aa 一 1 
9 一 0 一 一 
1 一 QQ 
一 1T 一 上 一 和 
-一 


(i) 当 0 <a < 3 时 ， “二 >1. 





若 1 < z < -二 时, 则 g(z) < 0, g(z) 是 
减 函数 , 所 以 g(x) < 9g(1) = 0, 即 f(x) < Inz,， 
故 了 (7X) 之 mz 在 +09) 上 不 恒 成 立 

(i) 当 a > 3 时 ， 1— <1. 

若 x > 1 时 则 4g 四 > 0， gfz) 是 增 函数 ， 所 
以 g(x) > g(1) = 0, 即 f(z) > lnz, 故 当 x 之 1 
时 , f(z2) 之 nzx. 

综 上 所 述 , 所 求 a 的 取信 范围 为 上 # +0). 

如 果 采 用 参数 分 离 法 , 则 有 : f(z) > Inz 即 


(+ 二 一。 ca>lnz 十 过 一 | 


当 Z 一 工时 ， 不 等 式 成 立 ; 


当 z > 1 时 , 不 等 式 即 4 > 多 时 各 二 和 站 ， 





数学 教学 6-41 





设 o(z) = 2+ (> 1) 
， 一 (Zz 十 1)1 2x 一 2 

则 gr(z) = + 

e+ (-mz+2 2) 

(x — 1)3 

设 h(z) = -nz+ 各 二 2 (2 >1), 则 jy(zx) 
__1l 4 Gy 
| (C11 ssi < 


… hzZ) 在 (1, 十 co) 上 是 减 函数 , 
时 , h(z) < h(1) =0, 即 9'(z) < 0 

所 以 g(z) 在 (1 十 oo0) 上 是 减 洋 数 . 
的 待定 型 ， 所 根据 海 必 达 让 有 


和 也 2 十 1 一 
lim 9(2) 一 lim (x 一 1)2 


当 Z > 1 工 





3。 nz _i. 1 _1 
-mao -lna=3. 
。 1 
“> gz) < 3. 


“. a 之 3, 所 以 的 取 值 范围 为 too 

题 3 (2010 年 全 国 卷 工 ( 理 ) 第 22 题 ) 设 函数 
jzZ) 一 1 一 e 

(证 明 : 当 z > 一 ] 时 ，f(z) > 二 于; 


(2) 设 当 z > 0 时 ，jF(z) < 去 + 求 a 的 取 
值 范围 . 

分 析 : 对 于 第 (2) 题 ， 原 解答 因 过 程 较 长 就 不 
再 列 出 了 , 请 读者 参看 原 试题 解答 . 现 只 分 析 参 
数 分 离 的 方法 . 





一 区 
当 2Z 之 0 时 ， f(z) < FT < 
7 
caX 十 1 
当 4< 0 时 , ， > f(7) > f(0) = 0, 
而 当 z > 时，- 不等式 不 成 立 ; 





zi< 
当 w 之 0 时 2 一 人 2 > 0 时 ， 


不 等 式 可 化 为 cs 人 二 
设 g(z) = i (z > 0), 可 证 ga) 
在 (0, +co) 上 是 增 应 数 , 生 当 xz 一 0 时 , 由 洛 必 
达 法 则 有 : 

(下 和 转 第 6-44 页) 


6-42 ”数学 教学 


浅 议 2011 年 江 兴 


2012 年 第 6 期 


高 考 数学 试卷 第 13 是 


226500 江苏 省 如 皋 市 教师 进修 学 校 徐 道 


题 1 (2011 年 江苏 省 高 考 数 学 试卷 第 13 题 ) 
设 1 = al a2 所 …. 所 0a7， 其 中 ai,as,a5， 
a7 成 公 比 为 gq 的 等 比 数列 , a2, 04,06 成 公差 为 1 
的 等 差 数 列 , 则 g 的 最 小 值 是 __. 
此 题解 答 如 下 : 
显然 有 a > 1. 依 题 意 , 数列 al,a2,……a7 可 
改写 成 :1, aa gaz 十 1;92,a2 十 2.95.， 
于 是 可 得 如 下 不 等 式 1 < a2 < 4 0@2 十 
1 < 02 十 2 < 93, 故 可 得 如 下 不 等 式 组 : 
a 之 a2 之 1， gq 之 1， 
(eet 即 Ws 
do >a 十 2>3， gq > 3. 
又 因 1 < V2 < YW3, 所 以 上 述 不 等 式 组 的 
解 集 为 q > V3, 即 g 的 最 小 值 为 Y3, 填 V3. 
假设 将 题 1 改 为 如 下 : 
题 2 设 1=al 02 二 … 09, 其 中 
Q1,Q3;05, 47,Q9 成 公 比 为 4 的 等 比 数 列 ，a2, 4， 
Qa6;98 成 公差 为 1 的 等 差 数 列 , 则 4 的 最 小 值 是 





仿 题 1 解答 可 列 如 下 不 等 式 组 : 


ay ao 1 dg 1 

dd2 之 a2 十 1 之 2, q > V2, 
ee (1) 
gq >a2 十 2 之 3, Q 2 3, 

qs 之 az 十 3 之 4 q > V4. 


在 1, V2, V3, V4 中 最 大 的 仍 是 YW3, 不 等 式 
组 (1) 的 解 集 仍 是 g > V3. 所 以 题 2 的 答案 与 题 
1 相同 , 仍 填 3. 奇 ! 

将 题 1、 题 2 一 般 化 , 有 

题 3 设 1==al < Qa2 二 ……. 
3, 日 nn € N), 其 中 al,Qcs,…. 
4 的 等 比 数 列 , az, a4,…， 
数列 , 则 & 的 最 小 值 是 . 

同样 仿 题 1 解答 可 列 如 下 不 等 式 组 : 


< Q2n 二 1 (n 之 
; C2m 十 1 成 公 比 为 
; Qon 成 公差 为 1 的 等 差 





9 之 Yn 

4 的 最 小 值 为 何 值 取决 于 不 等 式 组 (2) 的 解 
集 是 什么 , 而 欲 解 出 不 等 式 组 (2) 的 关键 是 比较 
1, V2, 3,.… , V7 中 谁 最 大 . 要 从 理论 上 解决 
此 间 题 , 需 高 等 数学 的 知识 , 因而 题 1 有 一 定 的 
高 等 数学 背景 . 

构造 函数 y = zz,Z € [1, 十 oo). 现在 先 讨论 
此 函数 的 单调 性 , 利用 初等 数学 已 无 能 为 力 了 . 

对 y 二 z= 两 端 取 对 数 , Iny = 二 Inz. 两 端 


求 导 , 利用 复合 函数 求 导 法 则 得 : 2 yf = (nz)' 


1 1l\” 1 

.Y= 二 Zz 证 (1 一 im2) = zz-2(1 — lnx). 

由 于 zz-2>0, 故 当 X<e 时 YY >0; zz>e 时 
yy <0, 所 以 y= 二 XxX#,X€ [1, 十 00) 当 zz & [1,e) 时 
是 增 函 数 ; 当 7X€ (e, 十 00) 时 为 减 函数 . 于 是 y = 
zs#,ZE[l, 十 co) 有 最 大 值 为 es. 当 z 取 正 整数 时 
W3 最 大 , 因而 不 等 式 组 (2) 的 解 集 仍 是 gq 之 Y3， 
故 g 的 最 小 值 仍 是 V3, 仍 与 题 1 答 案 相同 . 
将 题 3 中 “az,a4,…… ,Q2n 成 公差 为 1 的 等 差 
数列 ” 改 为 “az, 44,"…… ,Q2n 成 公差 为 2 的 等 差 数 
列 *, 其 余 条 件 不 变 , 得 

题 4 gq 的 最 小 值 是 __. 


仍 仿 是 1 解答 可 列 如 下 不 等 式 组 : 
dd 二 二， 
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同样 需要 比较 1, V3, 多 5 ,WV2n 二 1 这 nn 
个 数 谁 最 大 , 也 就 是 要 讨论 及 (2) = (2z 一 1)3， 
2Z € [1, 十 00) 的 单调 性 , 仍 用 对 数 求 导 法 得 fi (7z) 
= (2x 一 1)s-1. X22[2% 一 (22 一 1) ln(2z — 1)]. 
而 (2z 一 1)#-1z-? > 0, 故 要 判别 扩 (x) 正 负 性 
也 就 是 要 判别 2x 一 (2x 一 1) In(2z 一 1) 的 正 负 性 
了 了 . 

令 gi(X) = 2z — (22 — 1)ln(2x - 1), 则 
9; (2) =2— |2n(2z — 1) + (2¢ -1). 元 二 
一 一 2jn(2z —1). 又 当 z > 1 时 ln(2z 一 1) > 0, 
所 以 当 z > TI 时 gz) < 0, 得 9i(z) 在 (1, 十 co) 
上 为 减 函数 ， 

9g(1l) = 2> 0, 9(2)=4—3In3 > 0, 
91(3) =6—5In5 <0. 

又 gli(z) 为 连续 函数 , 故 在 [2, 3] 之 间 存 在 一 
点 &, 当 ZX E [1,é) 时 , 9g1(X) > 0; 当 z E [二 co) 
时 g(x%) < 0， 也 就 是 当 z € [6 时 方 (z) = 
(2z 一 1)# 是 增 函 数 ; 当 z E (€, 十 00) 时 及 (2) 
(2z 一 1)* 是 减 函 数 . 因而 上 就 是 户 (z) 
(2z 一 1)= 的 最 大 值 点 , 所 以 蛮 找 1, V3, 5,… ， 
V2n 一 1(n >3, 且 ne) 这 ?个 数 谁 最 大 , 只 
要 比较 V3 与 5 就 可 以 了 . 

显然 V3 > 引 ， 故 不 等 式 组 (3) 的 解 集 为 
4 之 V3,9 的 最 小 值 为 V3. . 

再 将 题 3 中 “az, 04,… ,Q2n 成 公差 为 1 的 等 
差 数 询 ? 改 为 “a2,Q4,:…… , a2n 成 公差 为 3 的 等 差 
数列 ”, 其 余 不 变 , 得 

题 5 仍 要 求 g 的 最 小 值 . 

与 题 4 的 结果 有 无 关联 呢 ? 

仿 题 4 之 讨论 , 可 得 gq 的 最 小 值 为 V4, 即 2. 
与 题 4 的 管 案 有 关联 都 等 于 Vl 十 a (4 为 等 差 数 
列 a2,Q4,… ,Qa2n 的 公差 ). 

若 将 题 3 中 “a2, a4,… ,Q2n 成 公差 为 1 的 等 
差 数 列 ” 改 为 “42, ad …… ,aan 成 公差 为 d(d > 2) 
的 等 差 数列 ”, 其 余 条 件 不 变 , 仍 要 求 g 的 最 小 值 , 
则 仿 题 4、 题 5 可 得 g 的 最 小 值 为 v1 十 d， 这 就 
产生 一 个 非常 有 趣 的 问题 : “在 az,a4,…… ,aon 成 
公差 为 4 的 等 差 数 列 " 这 一 条 件 下 , d 取 人 怎样 一 最 
小 值 , 就 能 保证 4 的 最 小 值 为 VI 十 d. 显然 a 和 
2, 于 是 提出 

题 6 设 1= 二 az.… 
3,n € NN), 其 中 有 Qi,a3,45,-… 





革 Q2n+1 (7 之 
; C2n.+1 成 公 比 
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依 题 意 就 是 要 求 1, V1 十 d,…: 
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为 q 的 等 比 数列 , a2, &4,-…- ,aan 成 公差 为 4 的 等 


差 数 列 , 当 g 的 最 小 值 取 V1 十 d 时 , 4 的 最 小 值 
是 





也 可 得 如 下 不 等 式 组 : 
2 之]1， 


gq 之 V1l+d, 


a> V1+(n— Da. 
, V+ mo— 1)a 
中 V1 十 4 最 大 时 , 4 的 最 小 值 是 多 少 ? 

首先 应 有 V1 十 d > 十 24, 两 端 同时 6 次 
方 , 得 (1 十 dj)? > (1 十 2d)?, 即 有 d3 一 dd> 
0 显然 , d > 0, 故 尼 -dg 一 1 > 0, 解 得 d > 
1 十 可取】 十 V5 

a 可 知 VITE= YI 十 0 
但 VI 于是 否 大 于 等 于 YTT50 d, Yi+ 4d,..,， 
YI+ (n 一 了 )d 呢 ? 

构造 数 有 (2) 一 1 + (z+— 1)d*,x € (1, 
二 co), 其 中 4d = -+ VS. 对 fo(z) 求 导 , 得 f(x) 
= [i+(z—1)d] :~1.z-?[dz— (dz+1~d) ln(dx+ 
1 一 d)], 而 [1 十 (2 一 1)dj#~1.x~? 恒 大 于 0. 因而 
要 判断 久 (z) > 0 还 是 < 0, 只 需 考 察 dx 一 (dz 十 
1 一 qd) In(dz +1 一 d) 何 时 为 正 何 时 为 负 即 可 . 








令 g2(7) = dz 一 (dz+li 一 ad)jn(dz 二 1 一 细则 
dz +1— ad)d 
Pd dnd +1 D+ | 


= —adln(az +1— aq). 
由 于 d > 0, 而 当 zx > 1 时 , dz 二 1 一 d> 1， 
in(dz 十 1 一 d) > 0, 故 当 z > 1 时 , g(x) < 0， 





9g2(z) 是 单调 减 函数 . 
g2(1)= 4d>0. 
ga(2) = 2d~ (d+ Dn(d+1) = 2x: + V5 








2+ V5, (下 ~、 


gs(3) = 34d— (2d+1)In(24+1) = 
— (2+ V5)In(2+ v5) < 0. 

故 由 gz(z) 的 连续 性 及 单调 性 , 在 (2, 3) 内 必 
存在 唯一 一 点 &, 使 g2(€) = 0， 因 而 在 (2,é&) 内 


3 十 3v5 
2 
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gz(z) > 0, f2(7) 是 增 函 数 ; 在 (é, 十 00) 内 g2(7) 
< 0, f(z) 是 减 函数 ; 故 上 是 户 (z) 的 最 大 值 点 ， 
所 以 户 (3) > f2(4) > … > (m9), 故 1,V1+d， 
aa 二 2d.… ,1 十 (mn 一 1)4 比较 谁 最 大 , 只 需 
要 比较 Vi+d, V142d, 而 又 知 Vitd= 1+24. 
所 以 1,VITad, iT2d,… ,1+(n 一 1)4 中 最 
大 的 一 个 是 VI 二 4 (或 并 二 34) 时 d 的 最 小 值 


为 此 即 为 题 6 的 答案 . 如 果 我 们 再 把 4 


的 最 小 值 算 出 来 , 9 = 二 V1 十 4 = 1+ 1 


2 
=- 1+ ~ d 的 最 小 值 与 4 的 最 小 值 竟然 相等 


VE 


2 
现在 再 将 题 3 的 二 12 改 为 “al 二 2”， 
其 余 条 件 不 变 , 得 
题 7 ” 仍 求 g 的 最 小 值 . 
重复 题 ] 的 解答 过 程 , 可 得 如 下 不 等 式 组 : 
gq 之 2, 
gq > V3, 
gq 之 Y4, 











Q 之 VYm 十 工 . 
凭 直觉 , 此 不 等 式 组 的 解 集 为 q 之 2. 而 当 
nn 二 1,2,3 时 , 不 等 式 组 的 解 集 均 为 q > 2. 故 只 要 
证 明 n 之 4 时 Wn 十 1 < 2, 即 欲 证 % 十 1 < 27. 





由 于 当 %% 之 4 时 , 22 二 (1 十 1)” = 二 Co 十 
(入 和 6-41 页 ) 
(x — 1)e” 十 1] im ez 
z0 2(erz 一 1) 2z 一 0(z 十 l)ez 一 1 
_ im (Z 十 1)ez 1 
zd (Z 十 2 2’ 
从 而 g(xX) > >- 


所 以 a < 3, 即 4 的 取信 范围 是 lo 引 

从 上 面 的 分 析 中 我 们 可 以 得 到 如 下 一 般 性 
的 结论 : 如 果 函 数 9(z) 在 区 间 7 上 是 单调 增 函 数 ， 
而 区 间 右 端点 (或 左 端点) 不 在 定义 城中 , 且 在 区 
间 右 端点 (或 左 端点 ) 函数 的 极限 值 是 8 或 者 说 


Se 的 待定 型 时 , 则 形 如 :“ 当 z < 7 时 , g(z) < 


(或 > o) 恒 成 立 "的 问题 在 现行 高 中 教材 的 体系 
下 就 较 难 使 用 参数 分 离 的 方法 解决 , 而 需要 使 用 
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CI 二 COC2 十 十 On > 工 十 2. 十 1<22,， 即 
得 2, V3, Y4,… ,Vn 十 1 中 最 大 的 是 2, 故 4 的 
最 小 值 为 2, 此 即 题 7 的 答案 . 
同样 , 题 3 中 将 “aa = 1” 改 为 “@l 二 a 之 2， 
其 余 条 件 不 变 , 则 4 的 最 小 值 就 是 a1, 于 是 又 产 
生 一 个 有 趣 的 问题 “在 02, 44,'… ,a2n 成 公差 为 
1 的 等 差 数 列 " 这 一 条 件 下 , al 取 怎 样 一 最 小 值 
就 能 保证 q 的 最 小 值 为 a1? 显然 a < 2. 因而 有 
” 题 8 设 a=al<as& anti(ne 
N+), 其 中 aas,a5，…，… ,0Q2n+1 成 公 比 为 q 的 等 
比 数 列 ，a2, a4…… , a2n 成 公差 为 1 的 等 差 数 列 ， 
当 gq 的 最 小 值 取 4 时 , a 的 最 小 值 是 . 
亦 可 得 如 下 不 等 式 组 : 
dd 之 Qa， . 
gq 之 Va+1， 
gq > Ya+t+2, 


q> Vat(n—1). 
依 题 意 就 是 要 求 a, Va 十 1, Va + 2,:…………. ， 
Ya (n 一 1) 中 a 最 大 时 , a 的 最 小 值 是 多 少 ? 
首先 应 有 a 之 Va 十 1, 必 有 a> 0,a? 一 a 一 


1 之 0, 解 之 , & 之 > LS 以 下 仿 题 6 之 讨论 ， 


可 得 a 的 最 小 值 是 Vs 又 是 奇 事 一 件 , 题 8 
与 题 6 答 案 居然 相同 . 妙 哉 , 妙 不 可 言 也 . 








rr 


洛 必 达 法 则 求 出 极限 值 . 

对 于 函数 gtz) 在 区 间 了 上 是 单调 减 函 数 的 情 
形 , 也 有 类 似 结论 , 不 再 獒 述 . 由 此 我 们 还 可 以 
认识 到 , 任何 一 种 数学 方法 都 有 它 的 适用 范围 ， 
某 种 场合 下 是 最 好 的 方法 , 在 另 一 种 场合 下 可 能 
就 比较 繁琐 , 甚至 有 可 能 进入 死胡同 . 分 类 讨论 
是 一 种 重要 的 解 题 方法 和 人 解 题 策 路 , 刻意 避免 分 
类 讨论 会 使 我 们 的 学 生 失 去 很 好 的 训练 机 会 . 因 
此 在 平时 的 教学 中 , 我 们 应 该 要 求学 生 对 每 种 方 
法 都 要 掌握 . 文中 的 三 道 高 考试 题 的 出 发 点 是 
综合 考查 运用 函数 导数、 不等式 知识 分 析 问 题 
和 解决 问题 的 能 力 , 考查 分 类 讨论 的 数学 思想 方 
法 的 运用 能 力 , 反映 了 命题 专家 对 分 类 讨论 的 思 
想 和 方法 的 重要 性 的 广泛 认同 . 因此 , 加 强 分 类 
讨论 的 思想 和 方法 的 训练 完全 符合 新 课程 标准 
的 要 求 和 高 考 考查 能 力 的 要 求 . 
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试题 的 探究 


300387 天 津 师范 大 学 数学 系 边 欣 


2011 年 北京 大 学 保送 生 测 试 数学 部 分 的 第 
4 题 为 : 
”题目 设 f(z) = z?+pz+d 其 中 p、q E R. 
知 jf(z)) = 0 只 有 一 个 实数 根 , 求证 : p、g > 
0. 
文 叫 给 出 试题 的 两 种 证 法 . 笔者 发 现 , 试题 
的 结论 可 以 加 强 为 如 下 定理 . 
定理 设 f(x) = 222 十 pz 十 gq, 其 中 pqe 
R. 车 f(f(z)) = 0 只 有 一 个 实数 根 , 则 存在 > > 
0, 使 得 
Dp = 272 + 27,g = 74 + 2r3. 
县 f(f(x)) = 0 的 唯一 实数 根 为 Zz = 一 r2 一 了. 
证 明 : 因为 > 
p 


_ .2 — p\? _ 
f(x)=zx +pr+4g= (z+3) +g 4 


若 4 > 全, 则 对 任意 的 实数 zf(2) > 0 从 
而 (f(a)) 0 元 实 才 要 矛盾 . 故 g < 全 


人 r=1/ 开 -4 则 fla)= (z+ ,于 -， 


由 f(z) 一 0, 得 zi 一 一 十 六 za 一 一 一 7 
即 jz = 0, f(x2) = 0. 

记 f(f(7X)) = 0 的 叭 一 实数 根 为 Zz = zo. 则 
jzo) = %1 或 f(z0) = z2， 

下 面 证 明 zo = -3 有 xi = f(x0) = 一 7”. 

事实 上 ， 对 任意 的 i 二 1, 2, 由 f(x) = zi, 即 
(z+5) 二 2; 十 72, 可知 

(1) 当 zi 十 7? < 0 时 , f(x%) = xz; 无 实数 根 ; 

(2) 当 zi 十 7? 二 0 时 , f(z) = zx; 有 唯一 的 实 
数 根 一 5; 

(3) 当 Zz; 十 7? > 0 时 , f(x) = xz; 有 两 个 不 同 
的 实数 根 一 士 VZ 二 7 

车 xz1 十 7? < 0. 因为 r 之 0, 故 x1 之 xz2, 从 
而 zz 十 72 < 0. 根据 (1), f(z) = zl 与 f(z) 一 za 


均 无 实数 根 ， 这 与 f(f(z)) = 0 有 实数 根 巴 


盾 . 

若 人 X11 十 7? >0. 根据 (3), f(z) = zz 有 两 个 
不 同 的 实数 根 一 3 士 Vz 十 73 这 与 1(f(7))= . 
0 只 有 一 个 实数 根 矛 盾 . 

从 而 za tr = 0. 根据 (2), f(x) = zl 有 了 唯 
一 的 实数 根 一 和 即 ro 一 

由 2Z1 十 7 0 即 一 二 十 7 十 72 一 0, 得 p= 
272 十 27. 从 而 zo = 一 r2 一 了. 


再 由 7 = 
74 十 273. 证 毕 . 

进一步 可 以 求 出 定理 中 f(f(x)) = 0 的 全 部 
根 . 

因为 f(z) = 2?2 十 (2r2 十 2r)z2 十 4 十 273 一 
(2 十 92 十 7)2 一 72, 故 

f(f(2)) = (f(z) +r +r) rr? 

一 [(z 十 9 十 7)2 十 9]2 一 7 

一 (Z 十 人 2 十 7)2[(z 十 72 十 了 )2 十 2r]. 

从 而 f(f(x)) =0 的 全 部 根 为 一 mr 一 r, 一 "2 一 


2 2 
PD _ 很 ys 二 全 _.2 一 


7 了 土 V2ri. 其 中 这 = 一 1. 


定理 中 7 之 0. 

车 7 = 0, 则 f(x) = 2x?. 

f(f(z)) = 0 有 一 个 实数 根 0, 没有 复数 根 . 

若 7 = 1, 则 f(x) = zx?+4z 二 3. 

f(f(z)) = 0 有 一 个 实数 根 一 2, 两 个 共 轿 复 
数 根 一 2 土 V2i. 

车? = 2, 则 了 (x) = z2 十 12z 十 32. 

f (f(x)) = 0 有 一 个 实数 根 一 6, 两 个 共 轿 复 
数 根 一 6 土 2i. 
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851. 在 人 4BC 中 , LBAC = 90°, 4B = 
AC, 点 MMI、Mo 在 边 4C 上 , 且 4Mi = CM， 
过 4 作 4Pi 1 BMi 于 Hi, AH» 1 BM 于 Ho, 
O 〇 为 BC 的 中 点 , 求证 : AHi :482 = 2.0OHi- 
OH,;. 

(610031 ”四川 成 都 市 ” 宿 晓 阳 供 题 ) 





证 : 如 图 1, 连 4O、CDPI 和 CD 则 LBAO 
= 45°, <AOB = 90°, 再 由 AHi 上 BMi, AH, 
1 BM2, 知 点 4、B、O、H2 和 卫 五 点 共 贺 于 
是 BH20O = LBHIO = LBAO = 45°, 从 而 

AM:} SABAM: _ SAAH:Mi 
CMi SABca SACcHMi 
_ SAABMi — SAAHM: 
SABCM: — SACH Mi 
SAABH! _ SAABH, 
SABCH: 2SABOM 


3AH: .BH 


~ OHi. BHI .sin45° 
AM-, PE 
理 ， 一 人 
辣 CM V20H; 
又 AMi = CMz, 所 以 AM2 = CM 
V20Hi AH2 
BN AHi . AH; = 2 . OH:; . OH;. 





Pa 
~ Viom 











852. 设 实数 a、.b 使 方程 x4 一 ax?3 一 bw?2 一 aw 十 
1 二 0 有 实 根 , 求 a? 十 如 的 最 小 值 . 

(473200 ”河南 省 方 城 县 教研 室 
题 ) 


解 :Z4 一 az3 一 bz 一 aZ 十 I=0 


< 人 2 一 az 一 0 一 2 二 三 =0 
四 


2 
<——> (s+) -e+3) -2 


et = sl+ 曾 > 2， 故 方程 z4 一 
a 一 br? 一 ax 十 1 = 二 0 有 实 根 => 存在 实数 t， 
使 全 一 2 = at 十 b, 是 | 二 2 (x*) 

由 (*) 式 及 柯 西 不 等 式 : 

(t2 — 2)2 = (at + b)? 

< (@ +b)(+1) (> 2), 
等 号 成 立 当 且 仅 妾 0 a 二 bt. 故 
2 十 之 2)- 


邵 明 完 供 


1 

二 如 十 1 十 -6> #， 
t=2, 
Q& = bt, 





9 
t2 二 1 


等 号 成 立 当 且 仅 当 


即 


所 以 2 十 态 的 最 小 值 为 5 

853. 已 知 正 整数 入 = 4c 十 3(c EN*) 为 合 
数 , 求证 :入 的 因数 个 数 ( 含 1 和 它 本 身 ) 为 偶数 . 

(433123 ”湖北 省 潜 江 市 江汉 油 田 高 级 中 学 
和 舒 云 水 供 题 ) 
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证 : 设 和 有 上 个 不 同 质 因数 : pi1,:…,pk，N yz 
一 DReai EN 一 1 天 _1 n—(n 一 1)+ 污 ! 1 
因为 N 为 奇数 , 所 以 p1,…, pk 都 是 奇数 , 从 “ yz 
而 pi (i 二 1,…,) 被 4 除 余 1 或 3. 
各 Di (i 二 1,…,k) 都 被 4 除 余 1, 设 p1 = 有 /> > DVal. 
dn + 1,:…,pk = 二 4mx 十 1, 则 NN 二 (47m1 十 


1 (dk 十 1)%*, 根据 二 项 式 定理 易 知 
六 此 时 被 4 除 余 1, 这 与 立 被 4 除 余 3 矛盾 . 所 以 
Pi (i 二 1,…,) 中 至 少 有 一 个 被 4 除 余 3. 

， 当 s(s EN*) 为 偶数 时 , (4m 填 3)s = [(4m++ 
3)2]3 = [4(4m? + 6m 十 2) + 1]$, (4m -+ 3)s 被 
4 除 余 1. 


若 pi (i = 1,.…, 上) 中 被 4 除 余 3 的 质 因数 的 
指数 都 是 偶数 , 则 2 :2 入 都 被 4 除 余 1, 这 
又 与 余 被 4 除 余 3 矛盾. 


综 上 可 知 , pi (i = 1,…,%) 中 至 少 有 一 个 p; 
被 4 除 余 3, 且 p; 的 指数 ay 为 奇数 . 由 于 aj 十 1 
为 偶数 , 所 以 对 的 因数 个 数 (@l 十 1):… (az 十 
1]) … (ax 十 了) 为 偶数 . 

854. 设 zi > 1, 4 二 1,2,. 3), 旦 
in 1, 求证 : /E> > > Val 


i=1 Te 


(712000 决 西 省 成 阳 师范 学 院 基 础 教育 课 


“ ,n(n 之 


程 研究 中 心安 振 平 供 题 ) 
证 : 应 用 二 元 均值 不 等 式 , 得 











< 2 二 十 二 
j=1 J SY zs 
1 一 】 
= 工科 | 1 一 工 十 一 2 
?= 0 
+=1 
nh nn , 
= n— 半 上 + 六 7 
2 j=1 VI j=1 SY zw; 


855. 人 4BC 中 , 三 内 角 A、B、C 所 对 三 边 长 

分 别 为 a、.5、c, 外 接 圆 . 内 切 加 半径 分 别 为 RR、7， 
CSC ”一 
求证 遍 < 页 [ 束 + Birr + mr < 

(643200 四川 省 富顺 县 城关 中 学 李 显 权 
供 题 ) 

证 : 如 图 2, 设 和 4BC 的 内 切 加 QI 依次 与 
三 边 BC、C4、AB 相 切 于 D、E、F, 在 4B、A4C 
边 上 分 别 截取 点 M、N, 使 得 4M = 4N = 47， 
连 MN, 注意 到 47 1 MN,IE | AN,IF | 
4M, 易 知 


OAAMN = SAAIB+SAAFI= Sm AFIE: 





图 2 
利用 三 角形 的 面积 公式 , 有 


3AM .AN .sin A 











IA? 和 
AB. AC $AB. AC. sinA 
SAAMN _ Sup Arrs 

SAABC SaAABG 

B? _ 避 四 边 形 BDIF 
同 理 可 得 万 2 一 SA 

ZC2 四边形 CerDP 
CA:CB SAABC 
将 以 上 三 式 相 加 , 即 得 

142 _17B2? 7C2 


AB.AG + B0.54 BA CAGB-1 


又 由 I4 == | 二 rcsc 条 等 ,并 利用 二 


Sin 一 
2 





均值 不 等 式 可 得 
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r2csc2 
+T 1, 
(GCA? + CB?) 

csc2 人 esc oc? C 
即 2 < 
b2+c cto ot+b “272 


以 下 两 次 使 用 平方 和 不 等 式 , 并 注意 到 三 角 
形 中 热 知 的 不 等 式 sin 委 二 sin 号 十 sin 儿 <3 
及 2 十 如 十 C2 入 9R2, 可 得 


Bio | io 
2 
A B CO 
CSC 9 十 CSC 十 CSC 2 ) 


2(a2 + 2 +c) 


2 
12 12 12 | 
+ 一 一 十 一 一 
mA WB onC 
Sm 5 Sn 
2(a2 十 22 十 c2) 


之 
| (1 十 1 十 1 


VY 





nArsnB+risnc 
sn +sns+sns 


2(a? + b+c2) 





(上 接 第 6-19 页 ) 
不 存在 . 


结论 6 若 对 应 系数 满足 (天 ) 到 


2 





(i = 0, 1,.… ,7), 和 ~ k=0,1,..., 
2) ,为 正常 数 , 则 了 (zx) 是 轴 对 称 图 形 , 且 对 称 
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故 原 不 等 式 成 立 . 
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856. 在 人 4BC 中 , 点 五 、 忆 分 别 在 边 4 万 、 
AC 上 ,使 LFBO = LECB = 344, BF 与 
CE 交 于 点 P. 过 P 作 PM//AC 交 AB 于 点 M， 
PNJ/AB 交 AC 于 点 N, 求 证 BM = CN 

(401555 ”重庆 市 合川 太 和 中 学 ” 表 安 全 供 
题 ) 

857. 设 al = 1,an+l 一 V22 一 [an] 十 工 m 


二 1,2,3,…, 这 里 四 表示 不 超过 实数 > 的 最 大 


整数 , 求 [en] 的 表达 式 . 
(223800 ”江苏 省 宿迁 中 学 ( 老 校 区 ) ” 陈 炳 
堂 供 题 ) 
2 2 
858. 已 知 李 圆 53 + 让 二 1(g>6b>0) 的 
左 焦点 为 (一 c,0), 左 准 线 1 与 + 轴 交 于 点 攻 . 过 
K 的 直线 交 椭 贺 于 4A、B 两 点 , 点 4 关于 z 轴 的 
对 称 点 为 D. 求证 : 点 下 在 直线 BD 上 . 
(621000 四川 绵 阳 东 辰 学 校 高 中 部 。” 姚 先 
伟 供 题 ) 
859. 设 a、5 为 满足 a 十 b = ab 的 正 实数 , 入 之 
0, 求证 : 1 
Qa 
BriN! a2iX 之 入 十 4 
(672500 ”云南 省 大 理 州 澜 濞 一 中 秦 庆 雄 
供 题 ) 
860. 设 a.b、c e R+, 求证 : 
(2b+ecta) (26+o+b)? 、4 
202 十 (c 十 aj2 2c2+ (a+b)? 
(610031 四 川 成 都 市 箱 晓 阳 供 题 ) 
(本 栏目 责任 编辑 李 大 元 汪 纯 中 ) 


(2a 十 D 十 c)” 
2a2 十 (b+ ec)? 


十 





轴 是 z = log。k. 

结论 7 若 对 应 系数 满足 (二 ) ok 
.01... _ 
(2 = 0,1 ,7n), = k(t = 0,1, 


Qn—i 
一 7 k 为 正常 数 ， 则 下 (zz) 是 中 心 对 称 图 形 ， 对 
称 中 心 为 (log。 大 ,0). 
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人 简 说 “分 形 几 何 ”( 续 ) 


200062 华东 师范 大 学 数学 系 ” 郑 英 元 


希 尔 伯 特 曲线 (图 5) 是 一 种 能 填充 满 整 个 平 
面 正 方形 的 分 形 曲线 , 它 由 德国 数学 家 希 尔 伯 特 
(David Hilbert，1862- 1943) 于 1891 年 提出 ， 





图 5 (中 国 澳门 , 2005) 
波兰 数学 家 谢 尔 宾 斯 基 (W .Sierpinski, 1882 
-1969) 于 1915 年 提出 一 个 有 趣 的 例子 , 它 是 康 
托 尔 集 的 构思 在 二 维 平 面 的 推广 它 的 操作 方 
法 是 : 先 作 一 个 正三 角形 (图 6 中 的 0), 在 这 个 正 
三 角形 内 , 作 4 个 相同 大 小 的 正三 角形 , 如 图 6 中 
的 1 那样 挖 去 一 个 “中 心 黄 三 角形 ”, 然后 在 和 独 下 
的 3 个 小 红 三 角形 中 各 又 挖 去 一个“ 中心 黄 三 角 
形 ”( 图 6 中 的 2)， 这 里 红 三 角形 是 剩 下 的 部 分 ， 
我 们 称 红 三 角形 为 谢 尔 宾 斯 共 三 角形 ， 谢 尔 宾 
斯 基 三 角形 的 局 部 与 整体 是 自 相 似 的 ， 恕 果 用 
上 面 的 方法 无 限 地 作 下 去 (图 6 进行 了 3 步 ), 则 
谢 尔 宾 斯 起 三 角形 的 面积 越 趋 近 于 零 , 各 个 红 三 
角形 的 周 长 亦 趋 近 于 无 限 大 . 


LT 





< 
/ 
"人 


图 6 (中国 澳门 , 2005) 

曼 德 勃 罗 集合 (图 7) 是 曼 德 勃 罗 于 1979 年 
构造 的 集合 , 它 被 认定 为 分 形 几 何 的 标志 性 图 
案 ， 它 可 以 帮助 我 们 更 好 地 理解 我 们 周围 那些 
不 规则 和 粗糙 的 世界 ， 曼 德 勃 罗 集 合 的 放大 过 
程 可 由 方程 式 : z = z? + c 来 实现 . 它 有 的 地 方 
像 日 晃 , 有 的 地 方 像 燃 烧 的 火焰 , 只 要 你 计算 的 
点 足 能 多 , 不 管 你 把 图 案 放 大 多少 倍 , 都 能 显示 


出 更 加 复杂 的 局 部 . 这 些 局 部 既 与 整体 不 同 , 又 
有 某 种 相似 的 地 方 , 这 种 梦幻 般 的 图 案 具 有 无 穷 
无 尽 的 细节 和 自 相 似 性 . 为 此 , 曼 德 勃 罗 在 1988 
年 获得 “科学 艺术 大 奖 ”. 曼 德 勃 罗 分 形 几 何 理论 
不 仅 用 来 理解 数学 问题 , 还 可 以 用 来 描述 许多 其 
他 领域 的 事物 , 如 灌流 的 波动 起 伏 、 地 质 活动 、 行 
星 轨道 .动物 群体 行为 .社会 经 济 学 模式 等 等 , 其 
至 音乐 也 可 以 通过 图 形 来 表达 . 图 7 小 型 张 中 的 
邮票 是 朱 利 亚 分 形 图 . 


一 一 






图 7 (中 国 澳门 小 型 张 , 2006) 
现在 已 经 有 很 多 分 形 几 何 的 例子 , 如 图 8( 正 
票 图 形 是 附 票 图 形 的 某 个 局 部 ) 有 兴趣 的 读者 
还 可 以 从 专门 的 分 形 几 何 书籍 , 或 者 网 上 查阅 到 
更 多 的 例子 ， 如果 再 对 分 形 几 何 图 形 着 上 各 种 
色彩 , 那 将 格外 麻 亮 . 这 正 是 数学 与 艺术 的 完美 


结合 . 





图 8 (以 色 列 ,1997) 


也 要 向 “教书 匠 ” 学 习 


张 葛 害 ” 赵 小 平 


轻视 实践 、 贬低 匠人 、 看 轻 蓝 领 是 当今 社会 
生活 中 一 种 浮躁 的 表现 .不 过 情况 也 在 发 生变 化 . 

打开 2012 年 4 月 19 日 的 《文汇报 》, 头 版 上 
有 一 则 通讯 , 说 的 是 一 位 同济 大 学 建筑 学 院 的 硕 
士 生 , 到 了 陆家嘴 工地 上 不 会 写 起 码 的 施工 方案 ， 
水 泥 墙 中 的 实用 钢筋 不 会 标注 , 于 是 不 得 不 虚心 
请 教 专门 磺 墙 的 “ 关 师 傅 "( 人 称 关 碘 ) 这 就 是 
说 , 师傅 既是 下 人 , 也 是 老师 . 大 学 生 癌 师傅 学 
习 , 天 经 地 义 . 

2012 年 获得 国家 最 高 科学 技术 奖 的 建筑 大 
师 吴 良 铺 先 生 , 则 以 “工人 ” 自 调 . 他 在 清华 大 学 
的 题字 是 “匠人 营 国 ”( 语 出 《 考 工 记 》), 这 可 以 理 
解 为 工匠 建造 了 国都 , 也 可 以 引申 为 区 人 打造 着 
”国家 的 形象. 

总 之 , 作为 有 专业 技能 的 匠人 是 人 才 , 应 该 
受 人 尊敬 . 

这 就 不 由 得 让 人 想起 "教书 匠 " 来 , 以 往 所 说 


(上 接 第 6-14 页 ) 
这 样 该 题 就 完善 为 “ 洁 整 ” 的 弦 图 了 (图 6)， 


这 是 1700 多 年 前 , 我 国 古代 数学 家 赵 奏 为 了 证 


明 勾 股 和 定理 而 绘制 的 而 这 正 是 2002 年 北京 主 
办 的 国际 数学 家 大 会 (ICM 2002) 会 标的 设计 基 
础 , 图 7 是 当年 中 国 邮政 发 行 的 纪念 邮票 . 2002 
年 国际 数学 家 大 会 的 会 标 含义 丰富 : 正方 形 的 四 
条 边 相 等 , 表示 各 国 及 各 国 来 宾 地 位 平等 ; 小 正 
方形 外 面 的 三 角形 紧 紧 筷 拥 在 一 起 , 表明 各 国 数 


的 教书 区 是 一 个 贬义 词 , 专 指 那些 “只 会 照 书本 
念 、 无 视 学 生成 长 ”的 迁 腐熟 师 . 2010 年 11 月 22 
日 《文汇报 》 上 有 一 篇 报道 说 : 我 国 的 中 小 学 教 
师 队 伍 中 更 多 的 是 “教书 匠 ”, 缺少 具有 通 识 知 识 
和 研究 型 的 教师 .似乎 是 说 , 前 者 是 教书 匠 , 后 
者 是 教育 家 , 我 国 现今 大 多 数 教师 都 是 教书 匠 ， 
而 不 是 教育 家 . 其 实 , 我 们 常 说 教师 是 培育 人 的 
园丁 , 园丁 就 是 一 个 朴素 的 劳动 区 人 . 现在 的 许 
多 教育 家 是 专门 研究 一 般 教 育 理 论 、 谈 论 教 育 理 
念 的 . 他 们 也 许可 以 在 "教育 科学 研究 院 ? 成 为 院 
士 , 却 未 必 能 在 三 尺 讲台 上 当 好 一 名 教书 怕 . 教 
书 匠 , 重 在 教学 实践 , 需要 把 心思 用 到 精巧 , 需要 
把 技术 练 到 纯 青 , 需要 把 小 事 做 到 极 至 . 各 行 各 
业 都 有 专家 , 教书 匠 做 精 了 也 是 专家 , 像 教 育 家 
一 样 , 也 是 受 人 尊敬 的 . 

总 之 , 我 们 要 向 教育 家 学 习 , 也 要 向 教书 区 
们 学 习 . 


AAA 


学 家 要 和 密切 合作 , 共同 攻克 人 类 的 难题 ; 颜色 的 
明暗 使 它 看 上 去 更 像 一 个 旋转 的 纸 风车 , 这 代表 
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